D-MAVT Lineare Algebra I HS 2017
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Serie 10

Aufgabe 1 ist online zu 16sen. Schicken Sie Thre Losung bis spéitestens Freitag,
den 8. Dezember um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Threr Ubungsstunde
abgeben oder im entsprechenden Fach im HG J 68.

1. Fur

und A := (a1, ag, a3) gelten welche der folgenden Aussagen?

(a) det(A) =0.

(b) Der Rang von A ist 3.

(¢c) Das Gleichungssystem Ax = 0 hat nichttriviale Lésungen.
(d) Das Gleichungssystem Ax = b hat genau eine Losung.

(e) Die Losbarkeit von Ax = v hingt von der Wahl von v ab.

(f) Die Matrix A hat eine Inverse.

2. [Priifungsaufgabe, Friithling 07] Gegeben sei die Matrix
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a) Berechnen Sie det A.

b) Fiir welche Werte der Parameter a, b, ¢, d ist die Matrix A singuldr?



3. Cramersche Regel, 1750: Sei A eine regulire n x n-Matrix, b € R™ ein Spal-
tenvektor. Ersetzt man die k-te Spalte von A durch b, erhélt man eine Matrix
Aj. Beweisen Sie, dass die Losung von Az = b durch

o det Ay,
T et A

gegeben ist.

Bemerkung: Beziiglich des Rechenaufwandes ist die Cramersche Regel eine im
Vergleich zum Gaussverfahren ineffiziente Methode zur Losung linearer Glei-
chungssysteme.

4. Ein Graph G mit den Knoten 1,2, ..., n wird vollstdndig durch seine Adja-
zenzmatrix A® beschrieben:

I 1 falls ¢ mit j durch eine Kante verbunden ist;
(A%)ij = 0 sonst.

Beispielsweise gehort zum Graph G :

4
5 3
1 2
die Adjazenzmatrix
01 1 01
1 01 0 1
A= 110 11
00 1 0 1
1 1 1 1 0

Sei d; der Grad des Knotens ¢, d.h. die Anzahl seiner Nachbarn, und
DY = diag(di dy ... d,).
Dann heisst LG := D — A% Laplace-Operator auf G.
a) Zeigen Sie fiir beliebige G, dass det LE = 0 gilt.

b) Kirchhoffs Matrix-Tree-Theorem besagt, dass jeder Kofaktor von L% die An-
zahl der G aufspannenden Teilbdume ist. Man berechne diese Anzahl fiir das
obige Beispiel.



