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Losungen Serie 12

1. Betrachten Sie den R-Vektorraum F'(R,R) der Funktionen von R nach R mit
der Addition

(f +9)() = fz) + g(x)
und der skalaren Multiplikation

(Af)(x) == Af(x).

Darin enthalten ist der Unterraum P, := {ag+a1z+a22? | a; € R} der Polynome
mit Grad < 2. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a) span{x + 1,z — 1,22+ 1,22 — 1} ist gleich P».

Richtig, denn man kann die Monome 1 = 3(z+1)—2(z—1), 2 =3 (z+ 1)+ 2(z—1)
und 22 =22 +1 — %(z +1)+ %(m — 1) als Linearkombination der ersten drei Vektoren

darstellen und folglich auch alle Polynome vom Grad < 2.
(b) x+ 1,2 —1,2%2 + 1,22 — 1 sind linear unabhiingig.

Falsch, z.B. gilt —(z + 1) + (z — 1) + (22 + 1) = (22 — 1). Der vierte Vektor (und auch
alle anderen Vektoren in Pa, siehe vorige Erkldrung) lidsst sich also mit den ersten drei

erzeugen/als Linearkombination darstellen.

(¢) x+1,x—1,22 4+ 1,22 — 1 bilden ein Erzeugendensystem von F(R,R).

3 € F(R,R) keine Linearkombination der gegebenen

Falsch, z.B. ist das Polynom =z
Polynome. Es existiert auch gar kein Erzeugendensystem aus nur endlich vielen Vekto-
ren. Das sieht man daran, dass die unendlich vielen Vektoren/Funktionen dg, d1, d2, . . .,

wobei §;(z) = { (1)’ i ; Z; , linear unabhéngig sind.

(d) z+1,2—1,2%2+ 1,22 — 1 bilden ein Erzeugendensystem von P.

Richtig, dies ist per Definition dquivalent zur ersten Aussage.



2. Bestimmen Sie, ob V' = R3, versehen mit der Standard-Skalarmultiplikation -
und der Addition @, ein R-Vektorraum ist, wobei & wie folgt definiert ist:

T Y1 T+ Y2
T2 | D Y2 = T2 — Y1
T3 Y3 T3+ Y3

Lésung: Wir miissen iiberpriifen, ob die Rechenregeln (A1)-(M3) der Vor-
lesung fiir die vorgegebenen Operationen gelten. Fiir z,y € V = R3 gilt

T1 + Y2 Y1+ 22
z@y=| z2—11 |, aber y®r=| y2—m:1 |,
T3+ Y3 Ys + T3

also gilt im Allgemein nicht 2 @y = y @z und V = (R?,®, -) ist deshalb sicher
kein R-Vektorraum.



3.

a) Sei V die folgende Menge von Vektoren: {(m,y,?)x — T eR® | z,y € R}.
Zeigen Sie, dass V ein Unterraum des reellen Vektorraumes R? ist.

b) Ist die Menge W = {(z,3z — 1,2)T € R® | z € R} auch ein Unterraum von
R3? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung: V und W sind offensichtlich nichtleere Teilmengen von R3.

x
a) Wir zeigen: V = Y € R?|z,y € R } ist ein Unterraum von R? :
3 —y
Z1 T2
e Seien a = Y1 , b= Yo € V. Es gilt:
333‘1 — U 3$2 — Y2
xr1 + o 3
at+b = Y1+ Y2 = Y3 €V, wobei z3 = 21422, Y3 = y1+y2.
3(x1 4+ w2) — (Y1 +y2) 3r3 — Y3

e Sei a wie oben, o € R :

axy T4
aa = ay = Y4 €V, wobei x4 = az1, y4 = ay;.
3ax, — oy 3r4 — ys

Also ist V ein Unterraum von R3.

T
b) Betrachte nun W = 3r—1 | eR3zeR
x
I T2
Seien a = 3z1—1 |, b= 3a2—1 € W. Dann gilt:
T T2
T1 + X2
a+b= 3(x1 +x2) —2 g w.
1+ o

W ist also kein Unterraum von R3. Alternativ lisst sich argumentieren, dass
W den Nullvektor nicht enthilt, aber jeder Untervektorraum muss den Null-
vektor enthalten (da dieser wiederum ein Vektorraum ist).



4.
a)

Die Menge Zs := {0, 1}, versehen mit den Rechenregeln

@
0
1

— OO
= =JIO)
o OO
— O =

1
1
0

ist ein Korper. Das heisst, es gelten beziiglich Addition & und Multiplikation
© die selben Rechenregeln wie in R, C oder Q. Versehen Sie

V:Z;:{(JIl,...,l‘n)T‘xiGZQ}

mit den passenden Vektoroperationen und zeigen Sie, dass V' damit ein Vek-
torraum iiber dem Korper Zo wird.

Sei C ={x € Z} | x1+...+x, ist gerade}. Zeigen Sie, dass C ein Unterraum
von Zi ist.

Bemerkung: C ist ein sogenannter 1-fehlererkennender Code: Wird ein Bit
einer Nachricht = € C falsch iibermittelt, kann der Empfinger dies feststellen

(wie?) und die Wiederholung der Ubermittlung veranlassen.

Loésung:

Man definiere in Z§ die Vektorraumoperationen gleich wie in R™:
(1, )T+ e un) T = (@ @y, T D yn)T

a-(z1,...,x0)T = (@@ z,..., 00 z,)T fir acZs.

Man rechnet analog wie im Fall R™ nach, dass fiir Z5 die Rechnenregeln
(A1)-(M3) gelten. Dies zeigt, dass Z3 ein Vektorraum iiber Zsg ist.

Fir z,y € C gilt

e 1y + -+ x, gerade, und

e iy + -+ y, gerade.
Daraus folgt, dass
(@ity)+ -+ @ty =@+ +a)+ W+ +yn)
auch eine gerade Zahl ist. Damit ist aber auch
(@1 @y1) + -+ (20 D yn)

eine gerade Zahl, da x; + y; genau dann gerade (ungerade) ist, wenn xz; & y;
gerade (ungerade) ist. Dies zeigt, dass = + y in C' liegt.

Ausserdem gilt fiir + € C und o € Zs (da ® genau dasselbe tut wie die
Standardmultiplikation auf Zs)

1+ -+ x,, fira=1;

(Oé®1’1+..~a®1'n)Oé(.fﬂ1+"'+xn){0’ fir a = 0.



Da die rechte Seite in beiden Fillen eine gerade Zahl ist, gilt a -z € C.
Folglich ist C' ein Untervektorraum.

Erklirung zur Bemerkung: Wir nehmen an, dass die Nachricht = (1011101)
von einem Sender an einen Empfanger {ibermittelt werden soll. Geschieht das
einfach so, kann der Empfinger schlecht beurteilen, ob die Ubertragung kor-
rekt funktioniert hat oder ob eines der ankommenden Bits fehlerhaft ist.
Um hier mehr Sicherheit zu erhalten, wird der Nachricht x hinten ein zusétz-
liches Bit angehéngt, sodass das Resultat in C' liegt, also dass die Summe
der einzelnen Bits gerade ist. Die neue Nachricht lautet in unserem Fall
also 2’ = (10111011). Erhiilt der Empfiinger nun beispielsweise eine Nach-
richt mit ungerader Bitsumme, so weiss er, dass bei der Ubertragung ein
Fehler passiert sein muss und er kann die Wiederholung der Ubermittlung
veranlassen. Bei diesem Beispiel wird ein Fehler bei zwei Bits natiirlich nicht
mehr erkannt. Man kann aber k-fehlererkennende Codes finden fiir beliebige
k € N, welche bei bis zu jeweils k fehlerhaften Bits “Alarm schlagen”. Diese
sind jedoch aufwéndiger, wodurch die Lange der Nachricht zunimmt und die
Ubertragung entsprechend linger dauert (und ebenso fehleranfiilliger wird).
Hier muss man - je nach Verwendungszweck - einen Kompromiss eingehen.



