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a)

b)

c)

Multiple Choice Fragen (Wiederholung vom letzten Semester)

Sei f : R — R differenzierbar an der Stelle ¢ € R und sei g : R — R dif-
ferenzierbar an der Stelle f(a) € R. Welche Aussage gilt fiir die Komposition

h:=go f?
O h ist differenzierbar an der Stelle a und 2/'(a) = ¢'(f(a)) + f'(a).

M h ist differenzierbar an der Stelle @ und 2'(a) = ¢'(f(a)) f'(a).
O h ist nicht differenzierbar an der Stelle a, aber h ist stetig an der Stelle a.

Sei f: R — R differenzierbar und sei —oco < a < b < co. Nehmen Sie an dass
f(a) < f(b). Welche der folgenden Aussagen sind mdglich?

(1 Es gibt einen Punkt ¢ € R mit a < ¢ < b so, dass f nicht stetig in c ist.
O Fiir alle z € (a,b) gilt f'(z) <0

K Es gibt ein ¢ € R mit a < ¢ < b so, dass f(c) > max(f(a), f(b)).

[0 Das Integral f: f(x)dz existiert nicht.

Seien f: R — R und g : R — R differenzierbar und sei 0 < a < co. Nehmen Sie
an, dass f(0) = ¢(0) = 0 und dass ¢’ nirgendwo verschwindet auf (0,a). Welche
Aussagen sind wahr?

0 limgo i g ; existiert und limg)g @),

g(z)
M Wenn lim @) oxistiert, dann existiert auch lim, o 2% und lim,,, £% =
0 () ) 240 g(z) 210 g(z)
hIIlQc 10 %
O limgo g 3 existiert nicht.

Seien f : R — R und g : R — R differenzierbar mit stetigen Ableitungen.
Nehmen Sie an, dass f(0) = 0, g(1) = 0 und f(z) < g(x) fur alle z € [0,1].
Welche der folgenden Aussagen gilt?

v fo z)dr < fo
¥ Wenn fo x)dr < fo z)dz, dann gilt f(z) = g(x) fir alle z € [0, 1].

V4 fo f(z)g(x)de = —fo g (z).

Grenzwerte in mehreren Variablen

Sei f die Funktion, die durch f(z,y) = -4 auf der Menge {(z,y) € R* |  # 1}
definiert ist. Existiert der Grenzwert lim g ) (1,0) f(#,%)? Und wenn er existiert,
was ist er?

Losung: Wir sehen, dass f auf der Linie {(z,y) | y = 0, x # 1} verschwindet.
Hétte also f einen Grenzwert fiir (x,y) — (1,0), wére dieser gleich 0. Aber, die
Linie y = # — 1 geht durch (1, 0) und auf dieser Linie ist f gleich 1. Also existiert

hm(z,y)—>(170) f(l’, y) nicht.
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b) Sei f die Funktion, die auf der Menge R?*\{(0,0)} durch f(z,y) = xszny definiert
ist. Existiert der Grenzwert lim, ,)—(0,0) f(2,%)? Und wenn er existiert, was ist

er?

Loésung: Wir behaupten dass der Grenzwert nicht existiert. Noch ein Mal sehen
wir, dass f auf der Linie {(z,y) | y = 0, « # 0} verschwindet. Also hétten wir
noch ein Mal lim, )00y f(7,y) = 0 wenn er existieren wiirde. Aber fiir y = x?

sehen wir dass .
2y _ _ ¥ 1
flo27) = it 2
Da die Parabel {(z,z?) | z € R} durch (0,0) geht, folgt unsere Behauptung.

Bemerken Sie bitte das Folgende in diesem Beispiel: Eine Linie durch den Punkt
(0,0) die ungleich {(x,y) | y =0, x # 0} ist, ist durch eine Gleichung der Form
r = ay, fiir a € R definiert. Auf so einer Linie haben wir

a2y3 a2y y—0
z,y) = flay,y) = = :
fx,y) = flay,y) PR R NS |

Somit sehen wir, dass wenn wir den Grenzwert lim(,,)—(0,0) f(2,y) nur ger-
aden Linien entlang berechnet hétten, dann wére unsere Schlussfolgerung, dass
lim, y)—(0,0) f(,y) existiert hétte! Also sehen wir, dass Grenzwerte in R" zu
berechnen, im allgemeinen viel komplizierter ist als auf R!

c¢) Sei f die Funktion, die auf der Menge {(z,y) € R* | x > 0 und (z,y) # (1,0)}

durch f(z,y) = ((3”3:1))—22112? definiert ist. Existiert der Grenzwert lim, ) 1,0) f (2, )7

Und wenn er existiert, was ist er?

Losung: Wir sehen, dass fiir (z,y) mit z > 0 und (z,y) # (1,0) gilt:

|(z — 1)?|
(2 = 1) +¢?|

|f(z, )| = [ In(z)[ < |In(z)].
Wegen lim,_,; In(z) = 0 sehen wir, dass 0 < lim g ) (1,0 | f(2,y)| < limg_y1 | In(z)| =
0 und damit auch lim, )10y f(z,y) = 0.

d) Sei f die Funktion, die auf der Menge R*\{(0,0)} durch f(z,y) = %
definiert ist. Existiert der Grenzwert lim g ) (0,0) f(#,%)? Und wenn er existiert,
was ist er?

Losung: Wir wissen, dass die Abbildung R > ¢ + sin(t) stetig differenzierbar
ist. Wir wissen auch, dass

d )
%‘t:o sin(t) = cos(0) = 1.

Von der Definition einer Ableitung folgt jetzt

sin(s) = sin(s) —sin(0) = %]tzo sin(t) - s+ o(s) = s + o(s), (1)
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wobei s — o(s) eine Funktion ist, die

@8—*90 (2)

erfiillt. In Polarkoordinaten kénnen wir (z,y) # (0,0) als © = rcos(d) und y =
rsin(f) schreiben. Da 22 + y* = r? sehen wir, dass f(z,y) = f(r) = Smr(—;"g)
unabhéngig von ¢ ist. Somit haben wir lim, ) 0,0) f(z,y) = lim,_,o f(r) (Wenn

dieser existiert). Wegen (1) haben wir

02 2 1 o2
f(r)281n:27"):r r;)<r):1+ 4

und (2) gibt nun

. ‘ o(r?)
| =1 1 -1
coon’ Y 5%( N > ’
was unsere Aufgabe 16st.

Stetigkeit in mehreren Variablen

Sei f : R? — R die Funktion

_ % fiir (z,y) € R*\{(0,0)}
fley) = { 0 fiir (,y) = (0,0).

Ist f stetig?

Losung: Wir behaupten, dass f nicht stetig ist. Es reicht, wenn wir zeigen, dass
lims y)—(0,0) f (¢, y) nicht existiert. Wir sehen dass f auf der Menge {(z,y) | y =
0, « # 0} verschwindet. Hétte also f ein Grenzwert fiir (z,y) — (0,0) miisste
dieser gleich 0 sein. Anderseits sehen wir fiir z = y, dass

z? + y?
r,r)=———=1.

Da die Linie {(z,y) € R? | x = y} durch (0,0) geht folgt unsere Behauptung.

2?2 —xy

Sei f(x,y) = Vi auf der Menge {(x,y) € R?* | x,y > 0 und z # y} definiert.
Lésst sich f stetig auf das Gebiet {(x,y) € R* | z,y > 0} erweitern?

L6sung: Wir sehen, dass fiir (z,y) mit z,y > 0 und = # y gilt:

(2* — 2y) (Ve + V)
ERRVOIER V)

Somit ldsst sich f stetig auf die Menge {(z,y) € R? | z,y > 0} erweitern.

fz,y) = =2(Vz +/y).
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c) Sei f:R? — R die Funktion

_ ) = i (2,y) € R2\{(0,0)}
fl@y) _{ 0" i (,) = (0,0).

Ist f stetig?

Losung: Wir behaupten, dass f stetig ist. Dazu miissen wir zeigen, dass lim, 4)— 0,0y | f (2, y)| =
0. Schreiben wir (z,y) # (0,0) in Polarkoordinaten haben wir z = r cos(#) und
y = rsin(d). Also,

2?4yt = T2(Cos2(0) + Sin2(9)) =r?
2%+ = r®(cos®(6) + sin®(9))

und | f(r,0)| = |r(cos(8) +sin?(0))| < 2r. Da (x,3) — (0,0) haben wir » | 0 und
deswegen
ti 1) = lin | (7,0)] = 0.

(z,y)—(0,0)

Unsere Behauptung folgt.
d) Sei g : R? — R durch

g(z,y) = { (J)S’Sin(l/y), ?;7_&8

definiert. An welchen Stellen (x,y) € R? ist g stetig?

Losung: Wir sehen sofort, dass g stetig ist an Stellen (z, y) mit y # 0. Wir sehen
auch, dass g stetig an der Stelle (0,0) ist: Wir haben

0 < lg(z,y)| < Ja| “220 0,

Also gilt lim )—0,0)9(2,y) = 0 = ¢(0,0) und unsere Behauptung folgt. Jetzt
ist die Frage: Was passiert an den Stellen (x,0) mit = # 07 Wir behaupten, dass
g nicht stetig and solchen Stellen ist. Um das zu zeigen finden wir eine Folge
(T, Yn) so dass (zn, yn) — (x,0) fir n — oo aber g(x,,y,) - 0 fir n — oco. Z.B.
konnen wir (z,,y,) = (z wéhlen. Dann sehen wir, dass (z,, y,) — (z,0)
fiir n — oo, aber

2
’ (4n+1)7r)
(4n+1)m

g(ivn,yn) = xsin(T) = QJSiH(?nﬂ' + %) = xsin(%) =x#0

fiir alle n. Unsere Behauptung folgt.
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