D-INFK Analysis I1 ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu Serie 10 HS 2017

1 Multiple Choice Fragen
a) Hat das Vektorfeld v : R? — R?

e = (5ie) - ()
ein Potential?

O Ja
[0 Nein

b) Sei v :R3 — R? ein C'-Vektorfeld. Wie viele von den Ableitungen

a’l}j
— ), k 1,...,3
aka .]7 E{? ) }

sind im Allgemeinen verschieden? Und wie viele wenn v konservativ ist?

[J Im Allgemeinen gibt es 6 verschiedene Ableitungen. Wenn v konservativ ist,
gibt es auch hochstens 6 verschiedene Ableitungen.

O Im Allgemeinen gibt es 9 verschiedene Ableitungen. Wenn v konservativ ist,
gibt es hochstens 6 verschiedene Ableitungen.

O Egal ob v konservativ ist oder nicht, gibt es héchstens 9 verschiedene Ableitun-
gen.

2 Potential
Betrachte das Vektorfeld v : R*\{(0,0)} — R?,

—2zxy
U(x,y) = <(22tyy2) >
@Z+y?)?
a) Sei R > 0 und betrachte ~ : [0,27] — R?\{(0,0)},

0= (5)

/vdyzo.
.

b) Zeige durch Konstruktion eines Potentials, dass v konservativ ist.

Beweisen Sie, dass
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3 Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes

Seien f : R?* — R eine C? Funktion und

(%1 wq
v = v |, w = Wo
U3 w3

zwei C? Vektorfelder auf R3.
Der Gradient von f ist das Vektorfeld Vf := Vf.
Die Rotation von v ist das Vektorfeld rot(v) : R® — R3, das durch

Ouz _ vy

oy 0z

| Qv _ Ous

rot(v) == | G — %
Oug __ Our

ox oy

definiert ist.
Die Divergenz von v ist die Funktion div(v) : R® — R, die durch

0 0 0
div(v) := %"’ai;_‘_%

definiert ist.
a) Berechne die Divergenz und die Rotation des Vektorfeldes
o,y 2) = (o =y, yo+ 2, 04 + 2,

Beweise folgende koordinatenfreie Identitaten:

b) div(fv) = Vf-v+ f-div(v), wobei fv: R* — R? das Vektorfeld bezeichnet,
welches durch

(@, y,2) = f(z,y,2) - v(z,y,2)
gegeben ist.

¢) div(v X w) = w - rot(v) — rot(w) - v,
0

d) rot(Vf)=10],
0

e) div(rotv) =0,

f) div(f -rotv) = Vf - rot(v).
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4 Extremalwerte

Sei B := {(z,y) € R? | 2% +1? < 1} die geschlossene Einheitskreisscheibe in R?. Sei
f: B — R durch

flz,y) =32+ 2(a* + y°)
definiert. Ein Durchmesser d ist eine gerade Linie in B die durch den Ursprung geht

(siche Figur 1). Bestimmen Sie die maximale Schwankung von f auf irgendeinem
Durchmesser d. Gemeint ist das Maximum iiber alle d der Grosse

Afla = max f(z,y) = min f(x.).

Y) (z,y)ed

y
8

Figure 1: Ein Durchmesser

TIPP: Jeder Durchmesser lasst sich als d(t) := {(scos(t), ssin(t)) | s € [—1,1]}, fiir
ein t € [~7,7), schreiben. Zunéchst muss man |A fl|q) bestimmen. Dies gibt eine

Funktion [~%,%) 2 ¢t = [Af|ar). Nun muss man das Maximum dieser Funktion

bestimmen.

Eine englische Version dieser Ubungsserie finden Sie auf der néichsten Seite
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1 Multiple Choice Questions

a) Does the vectorfield v : R? — R?,

e = (5ie) - ()
have a potential?

O Yes
0 No

b) Let v: R*> — R3 be a C''-vectorfield. How many of the derivatives

a’l}j
— ), k 1,...,3
aka .]7 E{? ) }

are in general different? And how many when v is conservative?

[J In general there are 6 different derivatives. If v is conservative then there are
at most 6 different derivatives.

O In general there are 9 different derivatives. If v is conservative there are at
most 6 different derivatives.

[0 No matter if v is conservative or not, there are at most 9 different derivatives.

2 Potential
Consider the vectorfield v : R*\{(0,0)} — R?,

—2xy
22+ 2)2
U(x>y) = <(m2_yy2) >
(x2+y?)?

a) Let R > 0 and consider v : [0, 27] — R?\{(0,0)},
0 =1 (i)

/vdsz.
g

b) Show via construction of a potential, that v is conservative.

Prove that
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3 Divergence and Curl of a vectorfield

Let f: R?® — R be a C?-function and

(%1 w1
v = V2|, w = Wao
U3 w3

two C?-vectorfield on R3.
The gradient of f is the vectorfield Vf := V f.
The curl of v is the vectorfield curl(v) : R® — R? given by

Ouz __ Ov

oy 0z

— | Qu _ 9us

curl(v) = | G — 4
Quy _ Ouy

ox oy

The divergence of v is the function div(v) : R® — R given by

0 0 0
div(v) := % + ai; + %

a) Compute the divergence and the curl of the vectorfield
v(x,y,2) = (yPz —2yz, yx + 2%, 22 +y* + 22).
Prove the following coordinate free identities:
b) div(fv) = Vf-v+ f-div(v), where fv: R® — R3 is the vectorfield given by
(z,y,2) = f(z,y,2) - v(z,y, 2).
¢) div(v X w) = w - curl(v) — curl(w) - v,

0
d) catl(Vf)= (0],
0

e) div(curlv) =0,
f) div(f - curlv) = Vf - curl(v).

4 Extremal values

Let B := {(z,y) € R? | 22 +y* < 1} be the closed unit disc in R?. Define f : B — R
by

f(z,y) =3z +2(z* + ).
A diameter d is a straight line in B which goes through the origin (see Figure 2).
Determine the maximal oscillation of f on any diameter in B. By this we mean the
maximum over all diameters d of the quantity

A = — mi .
|Afla (glye)mgdf(w,y) [oin, (z,y)
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y
8

Figure 2: A diameter

Hint: Ever diameter can be written as d(t) := {(scos(t),ssin(t)) | s € [-1,1]}, for
some t € [—F, 7). First one needs to compute |A f[4). This determines a function
[—5,5) 2t |Aflar). Now one has to determine the maximum of this function.

6/ 6



