D-INFK Analysis I1 ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu Serie 11 Musterlésung HS 2017

1 Multiple Choice Fragen
a) Welche der folgenden Interpretationen vom Integral I := [ [, dA fir B C R?

sind korrekt?

0 I ist immer gleich 0.

M I ist der Flacheninhalt von B

M I ist das Volumen eines Zylinders der héhe 1 iiber B.

[0 I hat keine geometrische Interpretation, weil die Funktion f(z,y) fehlt.

b) Das Vektorfelt v : R*\{(0,0)} — R?,

w9 = ()
v(z,y) = —
]}2 + y2 X
ist konstant in Lénge und Richtung auf dem Einheitskreis.

O Wahr

M1 Falsch
Losung: Wir sehen, dass

V2 +y?
v(z,y)| = F—= =1
a2+ y?

und somit ist die Lange konstant {iberall. Aber die Richtung entlang dem
Einheitskreis ist nicht konstant. ZB haben wir

0(0,1) = (é) Y, G) — u(1,0).

Bestimmen von Integrationsgrenzen: Schreibe fiir die folgenden Bereiche 2 die In-
tegrale fQ f(z,y)dp jeweils als iterierte eindimensionale Integrale (oder als Summe
von solchen), wobei du

2 Integration I

a) zuerst nach z und dann nach y integrierst,
b) zuerst nach y und dann nach z integrierst.

Losung: Zunéchst 16sen wir die Aufgaben fiir den linke Bereich € in Abbildung 1.
Wir bestimmen zuerst die Geradengleichungen von ¢, g und g3, fiir i) in der Form
r = f(y) und fiir ii) in der Form y = f(x).

2 5
g1 : y=3x (z)x:iy
5 3
2 19
g3 y:—%x—l—% @x:—§y+§
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a) v b)
E l Yy
5
14 44

ii)

0

Abbildung 1: Bereiche

Bei Integration zuerst nach x, dannnachy
miissen wir fiir jedes y den entsprechenden
Bereich fiir x in der Form 4

g3

gbl(y) S X S 9252(9) 2 B
1 0
schreiben. Dazu teilen wir das Gebiet in 1
D und D, auf und benutzen L 6
3 5
Dy = {(zy):0sy<2 ys<e<gy}
3 19 2
D, = {(z,y):2<y <5, cy<a<— -yl
5 3 3
Also
3 5 Y3
/ f(x,y)dp = / / ffvydl’der/ / f(z,y)dx dy
2 %y
Hier teilen wir auf in D3, Dy
2 5 5 " g3
D3 ={(z,y): 0 <z <3, S:L’Syg—;g} 2 5| @
2 19 3 1 A
Dy = {(z,y): 3<I<55$<y<7——x} A
Also

S —77:1:
/ (x,y)dp = //Bfa:ydydx—i-// f(z,y)dydzx.
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Nun betrachten wir der rechte Bereich €2 in Abbildug 1. Der Kreis hat die

Gleichung
P+ (y—27=2"=4

i) Damit ist der rechte Halbkreis gegeben durch die Gleichung
v =I-(y—2)

und wir haben

[ rewin= [ 4 / U e ey

ii) Der untere Viertelkreis ist bestimmt durch
y—2=—V4d—-2?sy=2—-V4—2?

der obere durch

y=2+V4— a2

/Qf(:':,y)d/ut:/[)2 /22+Wf(x,y)dyd:c.

)

Also ist

3 Integration II

Berechnen Sie zunéchst die folgenden Doppelintegrale. Danach, berechnen Sie die
Integrale noch einmal nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge und Anpassung
der Integrationsgrenzen nach dem Satz von Fubini.

a) 1 T
/ / etV dy dx,
o Jo
Losung:

1 T 1 T 1 62 1
/ / e“ydydx:/ e:”/ eydyd:c:/ (e —1)dor=— —e+ =.
0 Jo 0 0 0 2 2

Der Integrationsbereich ist ein Dreieck, das von der xz-Achse und den Geraden
x = 1, = y eingeschlossen wird. Vertauscht man die Integration erh&lt man
daher die Integrationsgrenzen wie folgt

1 pl 1 1
1
/ / eV dydx = / ev(e—e¥) dy = / eVt — e dy = [Vt — —e?]}
0 Jy 0 0 2

=e?—e*/2—e+1/2=¢*/2—e+1)2.

3/ 6



D-INFK Analysis I1 ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu Serie 11 Musterlésung HS 2017

1 1
/ / xcosy dx dy.
0 Jvy

b)

Losung:

1 1 1
1
// xcosydxdy:/ —(cosy — ycosy) dy
o Jyu 0o 2
1 1
= ([siny]é—[ysiny]é%—/ sinx d:c)
0

2

1, . ) . . )
9 ([Smy]o — [ysinyly — [Cosx]o)

1

E(sml —sinl —cos1+1)
=1/2 —(cos1)/2.

In diesem Fall ist der Integrationsbereich der Bereich zwischen dem Graphen der
Wurzelfunktion z = /y und der Achse x = 1. Dreht man die Integration um,
erhélt man den Bereich zwischen x-Achse (die ist durch y = 0 beschreibt) und

einer Parabel y = 22, also

1 pa? 1 1 1 1
/ / zcosy dydr = / zsin(z?) dr = —=[cos(z?)]; = —= cos 1 + =.
o Jo 0 2 2 2

4 Integration III

Tauschen Sie die Integrationsgrenzen um und berechnen Sie das Integral.

/ / RO
0 x )

Losung: Die Grenzen sind 0 < z < y < . Somit gilt

TP o T . y
/ / sin(y) / / sin(y dx iy = / sm(y)/ | dody
o Jz Y o Y Jo

= [ gy — [ sty dy = (- costol

=14+1=2

3,1 ,
/ / e’ dydx
0 J4/2/3
Losung: Die Grenzen sind

0<z<3 und z/3<y<l1.

a)
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Wegen der ersten Bedingung konnen wir die zweite als
r/3=|z|/3 <y* <1, oder z < 3y* <3
schreiben. Somit kénnen wir unsere Grenzen als
0<y<1 und 0§x§3y2

schreiben. Nun folgt, dass

1 pl , Lordy? L 411
/ / e’ dydx :/ / e’ dxdy :/ eV 3y dy = [ey }
0 J\/z/3 0 Jo 0 y=0

=e—1

2 2
/ / 2y% sin(zy) dy dx
0 T

Losung: Die Grenzen sind
0<x<y<2

Damit haben wir

2 2 2 y 2
//2y2sin(:cy) dydx:/ 2y/ ysin(zy) dxdy:/ 2y[— cos(zy)]|’_, dy
0 Ja 0 Jo 0 ,
=/ 2y(1—608(y2))dy=/ 2ydy—/ 2y cos(y*) dy
0

0 0

= [y°]2 — [sin(y?)]; = 4 — (sin(4) — sin(0)) = 4 — sin(4).

2+/1og(3) 1/ log(3) )
/ / e’ drdy
0 y/2

Loésung: Unsere Grenzen sind

% <z <y/log(3) und 0 <y <24/log(3).

Diese konnen wir auch als
0<y<2zr und 0<zx<+/log(3)

schreiben. Somit haben wir

24/10g(3) v/ log(3) ) \010g(3) p2z )
/ / e’ dxdy :/ / e’ dydx
0 y/2 0 0
3) 2z

4/ log( )
/ ex/ 1 dydx
0

0
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5 Potential

Sei v : [0,1] — R3 der Weg ~(t) = (¢3,t* + t,t) von v(0) = (0,0,0) nach v(1) =
(1,2,1). Berechne fiir die folgenden Vektorfelder v(z,y, z) das Integral

/vch
-

und untersuche, ob die Vektorfelder ein Potential besitzen (falls ja, berechne es).

a) v(z,y, 2) = (2zy®, 32%y* + 2yz,y?)

Losung: Wir versuchen zuerst ein Potential zu bestimmen, weil damit dann auch
das Wegintegral berechnet werden kann. D.h. wir suchen f so, dass Vf = v.

0 |
a—i(% y,2) =2zy° = f(x,y,2) =2°y* + g(y, 2)

fiir eine Funktion ¢(y, z) die nur von y und z abhéngt, nicht aber von x.
Einsetzen in die Bedingung fiir g—i liefert

0 0 !
3_5 = 30%y" + a_gg/(y, 2) = 32%y* + 2z = g(y,2) = vz + h(2)

Daraus erhalten wir

)
a_ch(l“, y,2) =y + 1 () =y" = h(z) =c.

Die Funktion
flzy,2) = 2%y + %2

ist also ein Potential und fiir das Integral erhalten wir

/v-d§: £(1,2,1) — £(0,0,0) = 12.
ol
b) v(z,y,2) = (r+z,0+y+z,2+2).

Losung: Wir behaupten, dass v kein Potential besitzt. Aus der Bedingung g—i =

x + z folgt f(x,y,2) = %xz + zx + g(y, z). Dies widerspricht aber der Bedingung
% = g—z R Yy + z, da g nur von y und z abhéangig ist.

Wir rechnen das Wegintegral via Defintion aus:

1 1 3+t 3t?
/ v dy = / oy (1)) - (1)t = / oo | [ 2t |a
! ’ 0 t5+t 1

1
—/ 3t° 4 2t + 7t° + 5t + 3tdt = 32
0
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