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1 Multiple Choice Fragen

a) Welches der folgenden Integrale ist nicht gleich den anderen?

O fol Jy © dydx
V4| fol foyx dzxdy
O fol ISy dedy

0 fol fyl x dxdy
Losung: Man bekommt das dritte Integral aus dem ersten, indem man x und
y vertauscht. Damit sind die Integrale gleich. Die Grenzen im ersten und der
vierten Integral sind 0 <y <z < 1. Damit bekommt man das vierte Integral
wenn man die Integrationsreihenfolge umtauscht. Nun folgt, dass das zweite
Integral das richtige Antwort ist. Wir kontrollieren, dass

2277 1 /1 ) 1y31 1
//xda:dy /{51 dy—i/oydy—é[g}yzo—a
371

so dass das erste und zweite Integral verschieden sind.

b) Sei @ C R™ eine kompakte Menge und sei f : ) — R stetig. Das Integral

/fdx1-~~dx
Q

existiert.

M Wahr
O Falsch

2 Die Astroide

Sei a > 0. Die Astroide A(a) C R? ist die geometrische Figur in der Ebene, die
durch

Ala) == {(m y)ERQ\x3+y§= %}

definiert ist. Die Konstruktion einer Astroiden ist sehr geometrisch (siehe hier). Sei
B(a) die Menge

B(a) == {(ra,ry) CR* | r € [0,1], (x,9) € A(a)}.

Berechnen Sie mittels des Satzes von Green die Flache von B(a).
TIPP: Der Satz von Green gibt Fliche(B(a)) = [ fB (@ 1 dudy = gSA(a) T dy.

Losung: Eine Parametrisierung von A(a) 1st durch v : [0, 27] — R?,

() = (n(t),72(t) = (acos’(t), asin’(t))

1/16]


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/78/HypotrochoidOn4.gif

D-INFK Analysis I1 ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu Serie 12 Musterlésung HS 2017

Abbildung 1: Die rote Astroid A(1) ist der Rand von B(a).

gegeben. Greens Satz gibt nun

Flache(B // 1 dedy = yg x dy
B(a) A(a)

= /0 N (t)Fa(t) dt
= 3a® /27r cos*(t) sin®(t) dt

Nun benutzen wir die Formeln

1 + cos(2t)

1 — cos(2t)
2 ’ '

cos?(t) = 5

sin?(t) =
Diese entsprechen

cos?(t) sin®(t) =

(1 + c;)s(Qt)) (1 - C;S(%)) _ 1= CZSQ(Qt)

und damit

cos*(t) sin®(t) = cos?(t) cos?(t) sin®(t)

- (1 + C;)S(Qt)> (1 - 0282(215))

1 — cos?(2t) + cos(2t) — cos®(2t)

8
Nun folgt, dass
3&2 2w
Flache(B / cos*(t) sin®(t) dt = Y 1 — cos?(2t) + cos(2t) — cos®(2t) dt
0 0
2 2m 1 At
= 21 — / cos?(2t) dt _ 3a 27r—/ Ls()dt
8 0 8 0 2
2T 3 2
= 3% (27r —T— = cos(4t) dt) = CLSW
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Hier benutzen wir, dass cos(t) = — cos(t + 7), was

2m 2m 2w
/ cos(4t) dt = / cos(2t) dt = / cos®(2t) dt =0
0 0 0

entspricht. Dies 16st die Aufgabe.

3 Wegintegrale
Sei v : R? — R? das Vektorfeld

o= (7).

Benutzen Sie Greens Satz um das Wegintegrall]

%v dry
2l

a) v C R? ist das Viereck mit den Ecken (0,0), (2,0), (2,2), (0,2).

Losung: Wir kénnen
/v dy = /dex xdy
v 2l

zu berechnen, wenn

schreiben. Sei @ := [0,2] x [0, 2]. Wegen Greens Satz haben wir, dass
/vdy / (y*dz + zdy) /(1—2ydxdy—// 1 —2y) dxdy
—2/ (1-29) dy =22 — [y2y) = 22— 4) = —4
0

b) v C R? ist das Viereck mit den Ecken (+1,+1).
Lésung: Sei @) = [—1,1] x [—1,1]. Dann sagt Greens Satz noch ein Mal, dass

/vvdfy:/Q(I—Qy)d:cdy:/_ll/_ll(l—2y) dvdy

2 [ (-2 dy =22 ) =1

1

c) v C R?ist der Kreis mit Radius 2 und Zentrum im Ursprung.

'Das Symbol ¢ heisst, dass wir die Kurve v im Gegenuhrzeigersinn parametrisieren.
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Losung: Sei Q = {(z,y) € R? | 2% + y* < 4}. Dann sagt Greens Satz noch ein

Mal, dass
/v dy = /(1 — 2y)dxdy
v Q

2w 2
:/ / (1 — 2rsin(yp))r drdp

0271' 02
= / / r —2r¥sin(p) drdy

0o Jo

r272 2 27
=27 [E] —2/ rzdr/ sin(y)dg
0 0 0

=4,

wobei wir in Polarkoordinaten umwechseln.

4 Integral

i) Berechne das Integral [, zy dp fiir den skizzierten Bereich Q (wobei b > a > 0).

Losung: Die Schnittpunkte sind

ry=1lundy=br — =

ry=1lundy =axr -z =

. . . . . . 1 1 1
Wir teilen das Gebiet auf in die Bereiche 0 < 2 < 7 und 7 <z< 7 und

haben
5 5
/f(fv,y)duzf /f(w,y)dydwr/ /f(l‘,y)dyd:v
0 axr % azx

)
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Also erhalten wir

bx \1f
/afydu = / / xydyd:v—i—/ / xydydx
Q

bQ 4, 1 1 % 24%
= 2L b+—1n|m|1f—a—x—
24 2 =24
11 1. 1. 1. a1
= (o) —cln(—=) - L
cae T () e -5
11 1. 1. 1. 1
— 4 oIn(—=) - =ln(—) — -
s tah(zE) -l —g

Berechne die folgenden Integrale

) /02/y2y(x+ey)dxdy

Losung:

2 2y 2 [
/ / (x +e¥)dedy = / —2? +eVx
0 Y y=0 2

r=2y
T=Y

2 3 3 2 2
= / —y? 4 ye? ) dy = —/ y2dy+/ ye¥ dy
0o \2 2 Jo 0

2
= 4—1—(yey\§—/ eydy)
0

= 4+2% (2 —€") =5+ ¢?

2 ry
iii) / / 22y dx dy
LYy
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Losung:

»\M
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N
<
[\
QU
8
QL
<
I
»—\»—\w
<
Pl
S
N
QU
=
QU
<

1
= 5/(y2-y3—y-y2) dy
1
1 2 5 5 1 y6 y4
- = _ dy = - | L _ 2L
3/1<y v) dy 3{6 4
1/64—1 1 7
- (s C6-1)) =~ —
3( g 1o )> 2
9
T
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