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1 Multiple Choice Fragen
a) Sei f: (=Z,Z) x R — R gegeben durch f(x,y) = sin(y)*. Dann gilt fiir die

272
partielle Ableitungen von f:

O gi(:c y) = zsin(y)®! und f(:c y) = cos(y)*.
2 2L (z,y) = sin(y)* log(sin(y)) und Z o L(z,y) = z cos(y) sin(y)* .

oz

Losung: Wir schreiben f(z,y) = e°8®)7 ynd wenden die Kettenregel an:

g(:r, y) = 6“’“““””?(10g(sin(y))rc) = s og(sin(y)) = sin(y)” log(sin(y))
x x

of

(1) = o560 2L logsin4))) = sy %) = cos(y)sin(y)"

Ay
0 %(:U7y) = log(l + ‘SUDSIH( — {L‘) und f(gj y) — GCOS( )13
b) Welche ist die Menge M der Punkte, an denen die Funktion f : R? — R,

f(@,y) = |y
beide partielle Ableitungen % und 3—5 besitzt?

U M={(z,y) eR* | 2#0und y # 0} U{(0,0)}.

Losung: Zunéchst bestimmen wir die Menge M, der Punkte (x,y) wo 3% ( ,Y)
existiert. Da f(z,y) = |z||ly| sind dies genau die Punkte wo die Funktlon
x +— |z||ly| differenzierbar ist. z — |z| ist differenzierbar an allen Stellen
ausser x = 0 und somit ist fiir y # 0 die Funktion z +— f(z,y) differenzierbar
an allen Stellen ausser x = 0. Fiir y = 0 ist die Funktion z — f(z,0) =0
differenzierbar an allen Stellen. Also ist M, = {(z,y) € R* | y = 0}U{(x,y) €
R?* | z # 0 und y # 0}. Wegen der Symmetrie haben wir M, = {(z,y) €
R* |z =0} U{(z,y) € R* | x # 0 und y # 0} und somit folgt

M=M,NM,={(r,y) €R*| 2 #0und y # 0} U {(0,0)}.
O M =R2

O M= {(x,y) € R* | z # 0 und y # 0}.

2 Richtungsableitungen

Berechnen Sie die Richtungsableitungen D, f(a) im Punkt a in Richtung u der fol-
genden Funktionen.

a) fla,y) = sin(a?) cos(y?), a = (0,2), u = 2(L,1).
Losung: Von der Definition wissen wir, dass

D, f(a) = %\tzof(a + tu) (1)
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ist. Wenn wir einsetzen finden wir, dass
. 2
f(a+ tu) = sin(%) cos((2 + \2/—%)2)
ist. Wegen der Produktregel haben wir somit

D f(a) = lcos(2)Z cos(2+ 2£)2) = (2 + Z)sin(2) sin((2 + 2)*)] = 0

b) flay) = e In(y), a = (0,1), u = —=(—1,4).
Losung: Wir haben

_t
fla+tu) =eV1TIn(1 + f—%)

Wenden wir (1) an, haben wir somit

¢ _t_

= In(1) +4 4
Dyf(a) = |SZ (1 + ) 4 2T | = =
f= i w Zo g ~—uw vm

c) f(z,y) = e tan(z) + 4yz®, a = (0,1), u = FA=(—1,4).
Losung: Wir haben

4t

flattu) = ) tan(—L)+4(1+-2

4t
_ 1+—7=) _
L)AL ) () = VI tan( ) —4(14 ) (L)’

V17

und die Produktregel zusammen mit (1) gibt nun

4t

A4t 4t
D.f(a) = M) tan(=%) + L var)

VT V17 cosQ(\;—l%)\/l_?
16 t3 101 At ) 3t? —e
VIT T7 VT ViR T U

d) fla,y) =2y +sin(), a = (4,2), u = F(—1,-2).
Losung: Wir haben

fla+tu) =2(4 — \%)5(1 — %)—i—sm( T ‘/é ) ,

201-72)
und somit
Dof(a) = | =224 — )41 — £) —2(4 — L)°L + cos L T O AT VA
u — | NG NG V5/ V5 (17\/%;)) V5t \/5(27\2/_%)2 .

10 51 4 2:16
— 75256 —2-4 =+ cos(8) (—75 + ﬁ)

2560 2048 4
- W - T —|—COS(8)7g

=22 + cos(8) =.
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3 Partielle Ableitungen und die Kettenregel

Eine Funktion f : R? — R ist eine radiale Basis Funktion wenn es eine Funktion
F :]0,00) — R gibt so, dass

flzy) =F(/22+y?) VY (z,y) € R%

a) Untersuchen Sie durch (einfache!) Beispiele, ob alle Richtungsableitungen an allen
Stellen einer radiale Basis Funktion existieren.

Lo6sung: Die Funktion f(x,y) = /22 + y? ist eine radiale Basis Funktion (setzen
Sie F'(r) =r). Sei 0 # u € R%. Dann ist f(tu) = |t||u|]. Da die Funktion R > ¢
|t| keine Ableitung im Ursprung hat sehen wir, dass D, f(0) fiir keine 0 # u € R?
existiert!

Eines anderes Beispiel ist f(z,y) = 2? + y* (nehmen Sie F(r) = r?). Hier sieht
man sofort, dass D, f(a) fiir alle a,u € R? existiert.

b) Sei f : R*? — R ecine Radiale Basis Funktion. Nehmen Sie an, dass F an
allen Stellen r € (0, 00) stetig differenzierbar ist. Zeigen Sie, dass die partiellen
Ableitungen g—i(a), g—i(a) von f an eine Stelle (0,0) # a € R? existieren, und
stellen Sie sie durch die Ableitung F” von F' dar.

Losung: Sei (0,0) # a = (x9,4%0) € R Von der Definition einer partiellen
Ableitung haben wir
of

Ox
Wir kénnen f(zo + t,y0) = F(\/(zo +t)? 4+ y3) schreiben. Wegen a # (0,0) ist

die Funktion t — +/(z¢ + t)? + y2 differenzierbar an der Stelle ¢ = 0. Somit folgt
aus der Kettenregel, dass 2L (a) existiert und, dass

(a) = %‘t:Of(xO +t,90)-

oz
9, To+t roF'(\/ 23 + y3
R POV (E NI R R S L O i
v (o +1)* + 95 |,_, Ty + Yo
Dieselbe Argument zeigt, dass
3_f Yo+t

F'(\/xo + (yo + 1)%)

(a) = %h:of(iﬁo,yo +1t) =

_ o F' (Vg + y5)
Vg + g

4 Partielle Ableitungen

dy Vad+ (yo + )2

t=0

Seien f,g : R? — R zwei Funktionen, die stetige partielle Ableitungen haben.
Nehmen Sie an, dass %(a) = g—z(a) an jeder Stelle a € R% Zeigen Sie, dass die
Funktion f — g nur von x abhéngig ist.

Losung: Dass f — ¢g von y unabhéngig ist heisst, dass fiir jedes g € R die

Funktion y — (f — ¢)(zo,y) konstant ist. Da y — (f — g)(zo,y) differenzierbar ist,
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ist sie konstant genau dann wenn ihre Ableitung verschwindet. Thre Ableitung ist
durch
9y

0 0
Sl = 9)a0n) = a—£<xo,y> - ) =0

gegeben. Somit haben wir gezeigt, dass f — g von y unabhéngig ist.

5 Partielle Ableitungen und der Gradient

Der Gradient einer Funktion f : R? — R die stetige partielle Ableitungen hat, ist
das Vektorfeld Vf : R? — R?, das durch

ﬂ a
Vi) = (;Eg)

9y

definiert ist. Seien f, g : R? — R zwei Funktionen die stetige partielle Ableitungen
haben und nehmen Sie an, dass V(f — ¢)(a) = 0 an jeder Stelle a € R?. Zeigen Sie,
dass (f — g) eine konstante Funktion ist.

Losung: V(f — g)(a) = 0 heisst, dass

of ag, . Of dg, | _
90 @~ g, =0 F(a) =5 (a)=0

an jeder Stelle a € R?. Somit zeigt Ubung 4, dass (f — g) unabhingig von z und y
ist. Also ist (f — g) konstant.

6 Partielle Differentialgleichungen
Gibt es eine Funktion f : R? — R die

o=t rorn Len ety 001 @
erfiillt? Gibt es mehrere?
Losung: Nehmen wir an, dass es eine Funktion f : R? — R gibt die, die Bedingungen
erfiilt. Dann haben wir
w9f w o
[z yo) — f(z,0) = / a—y(:v,y) dy = /0 yr© + 42y dy

0
2,2 .1,2 2
=[5 +:By+y2]z“:0 = S8 + 2y, + 2.

Somit erfiillt f

Fla,y) = f(z,0) + 22 + oy + ¢ (3)

Wegen der zweiten Bedingung haben wir auch

of B 2
yx+y—ax(fc,y) ax(f(x,0)+ =+ ay 4+ y°)

Wenn wir die zwei Seiten vergleichen, sehen wir, dass

of B
%(x,O)fO VoeR

of 2
9 (z,0) + 2y +y.
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Somit ist also ¢ := f(x,0) eine Konstante und (3) kénnen wir jetzt als
fla,y) =5 +aoy+9° +c
schreiben. Um ¢ zu bestimmen benutzen wir nun die dritte Bedingung:
1= £(0,0) =c.

Somit haben wir bewiesen, dass f(z,y) = % + a2y + 3% +1 sein muss. Jetzt kontrol-
liert man sofort, dass diese f die Bedingungen (2) erfiillt. Also gibt es mindestens
eine Funktion die unsere Bedingungen erfiillt.

Wir behaupten, dass f(z,y) = # +xy +y*+ 1 die einzige Funktion ist, die (2)
erfiillt. Oben haben wir ja genau bewiesen, dass eine Funktion die (2) erfiillt muss
gleich % + 2y 4y + 1 sein. Sonst kann man durch Ubung 5 argumentieren: Wenn
f, 9 : R? = R zwei Funktionen sind, die beide (2) erfiillen, dann ist V(f — g)(a) = 0
an allen Stellen a € R% Also, ist f — g konstant. Deswegen folgt aus der dritten
Bedingung in (2), dass f = g, was auch die Eindeutigkeit zeigt.
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