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Multiple Choice Fragen

a) Seien f,g : R" — R zwei differenzierbare Funktionen. Welche Formel ist im

allgemein wahr?

M V(f-9)=V(fg+ fV(g)

Losung: Wegen der "normale" Produktregel sieht man sofort, dass

9 of

_ g
0—%(f9) = a—xngrfa—%'

fir alle k € {1,...,n}. Daraus folgt die Behauptung.
O V(f-9)=rfg+V(fg+fV(g)
O V(f-9)=V(g*+ fV(g)
Wir betrachten die Funktion f : R? — R,

fla,y) = (zy)”.
Wo verschwindet der Gradient von f7

[J Nur im Ursprung
M Auf der z- und der y-Achse.

22y
Lésung: Wir haben V f(z,y) =3 (xgyg)

[J Nirgends.

Differenzialrechnung in mehrere Variablen

Sei f : R* — R durch
cos(y)
flz,y,2) :/ e*dt
sin(x)
definiert. Berechnen Sie V f(%, 7,0).
Losung: Man wendet die Kettenregel an:

sin(z) )
%(w,y, z) = —% (/C " etht) = —*5n@) cog(x)

0S

( ) a /cos(y) td (y) ( )
—(z,y,2) = — e“tdt | = —e*“*Wsin(y
ay ay sin(x)

of o cos(y) . cos(y) g cos(y)
i . | = —(e*)dt = te*'dt
0z (l" v Z) 0z </sm(:v) ‘ /sm(x) 0z (6 ) \/sm(x) ‘
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Einsetzung von (z,y,2) = (3, 5,0) gibt nun

Somit haben wir

was unsere Aufgabe 16sst.

b) Sei f:R?* — R durch

x(z27 2)
fay) = { e e (1) # (0,0

0, wenn (x,y)

gegeben. Beweisen Sie, dass 2 (O 0) und 8 f —(0,0) existieren und, dass

dx0y
9% f 02 f
axay(o’o) 7 8y8:c(0’0)

Losung: Wir berechnen zunéchst die Funktion y — (0 y). Fiir y # 0 haben
wir

O o,y = 2 (Zy—2v
ar Y = Bx x? + y?

Um %(0, 0) zu berechnen, bemerken wir, dass

f(z,0) = £(0,0) _ 00

T T

=0

_ <3x2y —y* 2u(2y - a:y3))
. 22 + ¢ (22 + y?)?

=0

fir alle x # 0. Somit gilt %(0, 0) = 0 und wir haben

of

a:E( y)=-y VYyeR

gezeigt. Offensichtlich ist y — (0 y) differenzierbar und wir haben (0 0) =
2 (of -
Oy (8m(07y)))y:0 =L

Um 2

0,0) zu berechnen, bemerken wir zunéchst, dass fiir x # 0

B <x3 —3xy®  2y(aty — asy?’))
y=0

Bzay (

OF (o) 9 (Ty—v
oy oy \ a4+ y2?

T2 +y2 (]72 +y2>2

=T

y=0
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gilt. Wie frither haben wir nun auch

Y (Y
fiir alle y # 0, und somit ist %(O, 0) = 0. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass
g—]yc(a;,O)::c, Vaoek
Damit folgt,
o0 f o (0f 0*f
——(0,0) = — | =—(«,0 =1#—-1=—7—(0,0).
500 = 5 (Feo)| —12-1- L0

3 Die Geometrie des Gradientes

Sei ¢ € R eine Konstante und sei f : R?> — R nichtkonstant und differenzierbar.
Nehmen Sie an, dass die Gleichung f(z,y) = c eine Kurve C' in der Ebene R?
definiert. Das heisst, es gibt ein Interval I C R und eine injektive, differenzierbare
Abbildung v : I — R?, so dass

WI)=C={(z,y) eR*| f(a,y) =} (1)
und +/(t) # 0 fiir alle ¢ € I. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
a) Vf steht senkrecht zu C'. Dass heisst, fiir jede t € I ist Vf(y(¢)) - /() = 0.

Losung: Wegen (1) ist die Komposition I 3 ¢ + foy(t) eine konstante Funktion.
Somit ist £ f o y(t) = 0. Wir wenden nun die Kettenregel an:

0= 27 0n(t) = dF1()Y (1) = Vi) (1), Wrel
Das heisst genau, dass V f senkrecht zu C steht.
b) Die Richtungsableitung von f in Richtung C' verschwindet. Dass heisst, D) f(7(t))
0 fiir alle t € I.
Losung: Da f differenzierbar ist haben wir
Doy f(y(8)) = df (v(1))7' () = V.f(v(1)) - +'(t) = 0,

wo wir a) benutzen.

c¢) Die Richtungsableitung von f ist am grossten in einer Richtung senkrecht zu C.

Losung: Sei t € I und sei v € R? mit ||v|| = 1. Sei auch n ein Vektor mit ||n|| =1
und n-~/(t) = 0. Also, n ist einen Normalenvektor zu C' im Punkt (¢) € C. Nun
bildet {7/(t),n} eine Basis fiir R* und somit gibt es a,b € R so, dass
v =ay'(t) + bn.
Da ~/(t) L n, gibt Pythagoras 1 = |v| = [a|[y/(t)] + |b]|n] = [a|]7 ()] + [b], und
somit ist |b| < 1 mit || = 1 genau dann, wenn v = £n. Da auch Vf(y(¢)) L 7/(t),
haben wir nun
Duf(y(t)) = Vf(v(t) - v ="V [(y(t)) - (a7'(t) + bn)
= bV f(y(t)) - n = bDnf(7(1)) < max{Dnf(7(t)), D-nf(7(t))}-

Dies zeigt die Behauptung.
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4 Tangentialebenen

Sei f:R? = R durch
fla,y) = sin(z) —y* + ¢
gegeben.

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene von der Fléche

G(f) = {(z,y, f(z,9)) e R’ | (z,y) € R’} C R’
im Punkt (0, 3, f(0,3)) = (0,3, —18).

Losung: Zunéchst berechnen wir

of of 9
— — _— —_ — 2
() = cos(o). Gw) = =3+ 2 )
und somit haben wir
af B af o B oy
_&75(0’3)_1’ 8y(0’3)_ 3:942-3=3(2-9)=-21.

Eine Parametrisierung der Fliche G(f) ist durch F : R? — R3,

F(z,y) = (z,y, f(z,y))
gegeben. Somit ist eine Basis der Tangentialebene von G(f) im Punkt (0,3, —18)

durch
(é) L wi= dF(0,3) ((1))

v:=dF(0,3)
gegeben. Das Differential dF(0,3) kénnen wir nun berechnen:

1 0 1 0
dF(0,3) = 0 1 =10 1
2(0,3) 5(0,3) 1 —21
Wir haben also
1 0 -1
v=|0], u= 1 =vxu=|21
1 —21 1

Das heisst, ein Punkt (z,y,2) € R3 liegt in der gesuchten Ebene genau dann,
wenn

—18

wobei w die Bedingung w - (v x u) = 0 erfiillt. Also genau dann, wenn

T -1 T
O=(@wxu)-|y=-3]=1121]-{y—3]|=—-2+2ly—3-21+2+18.
z+18 1 z+18

Somit ist die Gleichung der Tangentialebene

—x + 21y + 2z = 45.
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b) Bestimmen Sie eine Konstante ¢ € R, so dass der Vektor

c
0
1
senkrecht zur Fliche G(f) am Punkt (5,0,0) € G(f) steht.
Losung: Aus (2) folgt, dass

or or

ax(§a0): ) ay(§a0):O

und somit folgt, wie in a), dass eine Basis der Tangentialebene von G(f) in
(%,0,0) durch

gegeben ist. Da

0
vxu=10
1

0)

senkrecht zur Fliche G(f) im Punkt (7,0, 0) steht, folgt dass ¢ = 0.

5/ 5



