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1 Multiple Choice Fragen
a) Sei v :R*\{(0,0)} — R? definiert durch

-y
o(zy) = () |
I2+y2

V1 Es existiert ein Weg 7 : [0, 27] — R2\{(0,0)} mit v(0) = v(27), so dass

/vd7<0
.

Loésung: Sei y(t) = (sin(t), cos(t)), t € [0, 27]. Dann gilt 7(0) = ~(27) und

)
v(y(1) = <_sf§Ft()t)) . )= (ifﬁi%) |

Nun folgt, dass

Welche der Aussagen gilt?

v(y(t)) -7/ (t) = —(cos?(t) +sin*(t)) = —1 VYt € [0,27].

2
/Udvz/ —1ds=—-2m <0,
¥ 0

was die Behauptung zeigt.

Daraus folgt auch, dass es keine Funktion f : R*\{(0,0)} — R gibt, so dass
v =V f. Weil wire f so eine Funktion, dann hétten wir

Somit haben wir

[oav= [ vrow) v a= [ Lo d
= J6(21) = £6,(0) = F60) = S((0)) =

was einen Widerspruch gewesen wére.

O v = Vf fiir eine Funktion f: R?\{(0,0)} — R.

b) Fiir welche der fonlgenden Vektorfelder v gibt es eine Funktion f : R? — R, so
dass v =V f.

0 ute) = (1)

x? —
D U(l’,y) = (w3+23y)
3+ 2
m U(.Z',y) - ( :L‘Z_yy)
3 — xy?
D ’l)(l‘7y) = (ny 55)
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Losung: Falls ein stetig differenzierbare Vektorfeld v erfiillt

(o) = (5 ) =V fta)

fiir eine Funktion f : R?> — R, dann gilt

g _ OFf _ Of _ 0w
dy  Oydx Oxdy Ox’

Daraus folgt, dass nur die dritte v eine Mdglichkeit ist. Nun kontrolliert man,

dass ;
0 +2ry\

fir
4 2

=T L

2 Wegintegrale

In den folgenden Aufgaben berechnen Sie das Wegintegral von dem Vektorfeld v
entlang der Kurve.

0 oo = (5

— 1 _ 2
y? — 2;5y>’ von (—1,1) bis (1,1) entlang der Kurve y = z=.
Losung: Eine Parametrisierung der Kurve ist durch v : [-1,1] — R?,

= () = 0= ()

gegeben. Nun haben wir

12 — 23 , ) 5 . A
V() = (1 g ) s vO(®) (1) = ¢ — 267+ 27 — At
Somit haben wir

1 3 4 6 571
B S 4
/vm:/t%ﬂﬁ+ﬁ—MWh{———+———i
. .

1

t=—1
1 1 1 4 -1 1 1 4
3727375 (? > 5*5)
1 4 1 4 2 8 14
37573 573 5 15

was die Aufgabe 10st.

2+ y? :
b) v(z,y) = 22— y?) von (0,0) bis (2,0) entlang der Kurve y =1 — |1 — z|.

Losung: Eine Parametrisierung der Kurve ist gegeben durch ~(t) = (¢,72(t)),

t € 0,2], wobei
£ te
”@_{Q—ate

[0,1]
1,2].

1,
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Somit haben wir fiir ¢ € [0, 1]
o) = (% ). vt =22
und fiir ¢ € [1,2]
o) = (p T HTIR) o6 e =22 -0

Nun rechnen wir

! 2 243" —(2-1)37?

/vdyz/ 2t2dt+/ 2(2—t)2dt:{—} +2[¥}

Y 0 1 3 t=0 3 t=1
_2+2 1\ 4

3 3) 3

was die Aufgabe 10st.

T t?
c) v(z,y,z2) = Yy , entlang der Kurve v(t) = | 2t |, t €[0,1].
Tz —y 4¢3
Losung: Wir haben
2 2t
o= 2 ) vwo={2 ). vy =2,
4% — 2t 12¢*

und somit

1 1
/v dy = / 2% + 4t + 12t (4t° — 2t) dt = / 4t + 48t" — 22t dt
v 0 0

29¢47" 11 4+12-11
= 262 + 61° — — =2+6——:+—:§,
4|, 9 2 2

was die Aufgabe 10st.

2a

d) v(x,y) = ( N y),entlang der Kurve 7(t) = (a“ — sin(t))

a(l— cos(t))) 1 € [0, 2], wobei

a € R eine Konstante ist.

Losung: Wir haben

o (t)) = (Qa ;(f(—ls;n(é(;)s)(t))) ) = <a(1 —Cos(t)))

asin(t)
und somit gilt
v(y(t)) - v (t) =2a* — 2a* cos(t) — a*t + a® cos(t) + a* cos(t)

— a? cos?(t) + a*sin(t)t — a® sin®(¢t).
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Nun folgt, dass

2
/v dy = / 2a* — 2a* cos(t) — a*t + a* cos(t) + a” cos(t)
¥ 0
— a? cos?(t) + a*sin(t)t — a®sin®(t) dt

2m
= / 2a* — a’t + —a® cos®(t) + a*sin(t)t — a*sin’*(t) dt = —2n°a*.
0

3 Allgemeine Kettenregel (Polarkoordinaten)

Sei f : R? — R zweimal differenzierbar. Der Koordinatenechsel in Polarkoordinaten
ist durch
x =rcos(f), y=rsin(h)

02 f 02 f 9% f
orof?’ Oror’ 06006

gegeben. Driicken Sie die partiellen Ableitungen von f in Polarko-

. o’f  2%f  8%f
ordinaten durch 920y Dydy Dwdw

Losung: Die Koordinatentransformation ¢ : (0,00) x [0,27) — R ist durch

aus.

o(r,0) = (rcos(0),rsin(f))

gegeben. Nun haben wir

totr0) = (ol ).

Nun definieren wir g := f o ¢ und bemerken, dass wir mit der Kettenregel

(5 %) =dg(r,0)
= df (¢(r,0))dp(r,0)

= () 5600) (nfe) Tty
= (5(p(r,0)) cos(®) + S (o (r.0)sin(9) —r5L(p(r,0))sin(6) + 5 (o(r.0)) cos(6))

erhalten. Wenn wir die Kettenregel noch ein mal benutzen folgt daraus, dass

20 =2 (Lot eoso) + Lot apsne)

~0 (5 ) (ot gt 8) cos) + (51 ) (olr,00) -6 sin0)
~ (5000 Z ) (Gnlg)) cos®

T (;jgy(@(r’ 0)) %(90(73 9))) (Z?r?((g;) sin(0),
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= (BL(er0) 2L (r0)) (;}; ) sino)
— Tg—i(go(r, 0)) cos(0)
v (oo etmon) (T coso
of .

— ra—y( ©(r,0))sin(0)

und
2 =2 (2t sntt) + 2 (o150 cot0))

of
Y
=1 (5L(e(r,0) 2L (e(r,6))

<C°S > sin(6)
of

835( o(r,0)) sin(6)
oo (Eelno) Fe0.0) (Grg)) s
of
a—y(w(ﬁ 0)) cos(0),
was die Aufgabe 10st.

4 Extrema

Sei f:R? = R durch
fla,y) = 32" — da’y + ¢
gegeben.

a) Beweisen Sie, dass f auf der Linie y = mx, fiir m € R eine Konstante, ein lokales
Minimum an der Stelle (0,0) hat.

Losung: Zunichst betrachten wir der Fall m = 0. In diesem Fall haben wir
f(z,0) = 32*
und man sieht, dass f auf der Linie y = 0 ein lokales Minimum an der Stelle

x = 0 hat. Nun betrachten wir den Fall m # 0. Wir definieren h(x) := f(x, mx),
so dass

R (z) = 122° — 122°m + 2m’x
R (z) = 362% — 24xm + 2m?,
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Man sieht, dass
R(0) =0, R"(0)=2m?*>0.

Somit folgt nochmals, dass f auf der Linie y = max ein lokales Minimum an der
Stelle (0,0) hat.

b) Beweisen Sie, dass (0,0) kein lokales Minimum von f ist.

Lésung: Wire (0,0) ein lokales Minimum von f gewesen, dann wére auch 0 ein
lokales Minimum von der Funktion A : R — R,

h(z) == f(x,227) = 32" — 42%(22%) + (22%)? = 32" — 82 + 42" = —2*

gewesen. Aber man sieht, dass h ein lokales Maximum an der Stelle 0 hat! Dieser
Widerspruch 16st die aufgabe.
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