D-INFK Analysis I1 ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu Serie 9 Musterlésung HS 2017

1 Multiple Choice Fragen

a) Die Arbeit A eines Vektorfeldes v : R? — R? lings des Geradenstiicks von (10, 5)
nach (—1,2) sei 8. Welches Resultat erhdlt man, wenn man die Arbeit B von v
langs des Geradenstiicks von (—1,2) nach (10, 5) berechnet?

[ Die Arbeit B lasst sich nicht berechnen.
M -8
Losung: Eine Parametrisierung des Geradenstiicks von (10,5) nach (—1,2)

ist durch
y(t) =t (;1) +(1—1) (150> . tel0,1]

gegeben. Somit ist eine Parametrisierung des Geradenstiick von (—1,2) nach
(10,5) durch 4(t) = v(1 — t), t € [1,0] gegeben. Nun sieht man, dass
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b) Wie lautet die Hessematrix der Funktion f : R? — R, f(z,y) = €% cos(y)?

- * gin(y) -
(it ~2a)
g er co§(y) —e” sin(y)
(—ex sin(y) —e”® Cos(y))
0]

—e” cos(y) —e” cos(y)

( e"cos(y) —e” COS(@/))

Losung: Die Hessematrix ist durch

9%f 9% f

0%2x  Oyox
o2f 9%
oxdy 93y

definiert. Ausrechnen gibt die Antwort.

2 Potenzial 1

Nehmen Sie an, dass das stetige Vektorfeld v : R? — R? ein Potential f : R? — R
hat (also v = Vf).

1/ 5



D-INFK Analysis I1 ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu Serie 9 Musterlésung HS 2017

a)

3

Sei v : [a, b] — R? eine stetig differenzierbare Kurve, die die Differetialgleichung

Y (t) = v((t)) V€ fa,h

erfiillt. Beweisen Sie, dass f(v(b)) > f(v(a)) ist und zeigen Sie, dass genau dann
f(v(d)) = f(v(a)) gilt, wenn + eine konstante Kurve ist.

Losung: Wir wenden die Kettenregel an:
fO) - o) = [ e dt = [ ) @

b b
— [ V0@ V6w d= [ Vi@ o

Dies beweist die erste Aussage. Weiter folgt daraus, dass f(v(b)) = f(v(a)) genau
dann, wenn 0 = Vf(y(t)) = v(y(t)) = +/(t) fir alle ¢t € [a,b]. Also, genau dann,
wenn 7 konstant ist.

Sei w : R? — R? ein stetiges Vektorfeld, so dass w(z) L v(2) fiir alle z € R? und
sei v : [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Kurve, die die Differentialgleichung

V(1) =w(t)) Vitelab]

erfiillt. Beweisen Sie, dass [a,b] 5 t — f((¢)) konstant ist.
Losung: Die Kettenregel gibt

%f(v(t)) =df(y(t)) - 7'(t) = v(v(t)) - w((t)) = 0.
Daraus folgt die Behauptung.

Wegintegral

Berechnen Sie das Wegintegral

/Ud7
.

entlang dem eingezeichneten Weg v (vom Anfangspunkt A bis zum Endpunkt E)
fiir das Vektorfeld

2 — ay
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Y

2?2+ y2:1

Losung: Wir haben folgende Parametrisierung:

() = (2cos(t), 2sin(t)), te[O,gL
Y2(t) = (0, —t), te[-2,0],
73(t) = (—t,0), telo,1],
v4(t) = (cos(t),sin(t)), t € [, 2n].

e Integral iiber v;:
2
h;:/vmzfvm@m@w
71 0

2 [ 8cos(t) — 4 cos(t) sin(t) —2sin(t)
/0 ( —8sin®(t) + 4 cos?(t) ) ' ( 2 cos(t) ) dt
— /2 —16 cos®(t) sin(t) + 8 cos(t) sin®(t) — 16 cos(t) sin®(t) + 8 cos®(¢) dt

jus

:AKMM@mwmm+mmH&wmme@@u

7 e

~~ ~~ ~~

_ sin(2t) =1 =1
- 2

jus

= 8/2 — sin(2t) + cos(t) dt
0

— 3 (COSS%) —|—sin(t))
= 8- (-1+1)=0

s
2

0
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e Integral iiber ~s:

/72””2 - /0 20(%(0)7‘2@)@

e Integral iiber s:

L3“d73 - /0 1”(’73(75))’73(15)dt

e Integral iiber vy:

Lo [ () ()

G Ut B B I

= / T cos®(t) sin(t) + cos(t) sin?(t) — cos(t) sin®(¢) + cos®(t) dt

- / T cos(t) Sin(t)/(COSQ(t) + sing(tZ) + COS(t)(?inQ(t) + cos?(t)) dt
sin(2t) =1 =1

Insgesamt:

1 17
5

4 Potenzial 11

Fir z = (z1,...,2,) € R"\{0} schreiben wir r = ||z||. Bestimmen Sie eine Poten-
zialfunktion f fiir das Vektorfeld v : R"\{0} — R™,

v(x) = rPx,
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wobei p € R.
TIPP: Es gibt zwei verschiedene Félle: 1) p # —2 und 2) p = —2.
Losung: Wenn p # —2 behaupten wir, dass

n pt2
_ Hpr—i-Q _ (Zk:l :L‘i) ° T € Rn\{O}
Cop+2 0 p42

f(z)

eine Potenzial fiir v ist. Die Kettenregel gibt

pt2 _ P
af 2xk n 2 n 2
A (Z) = (Z) 2 = .
k=1 k=1
Daraus folgt Vf = v, was die Behauptung zeigt. Im Fall p = —2 haben wir
z
v = e

In diesem Fall behaupten wir, dass

f(fﬂ) _ log(lﬂfnz) — log (221221 l’i)’ = Rn\{O}

ein Potenzial fiir v ist. Die Kettenregel gibt noch ein Mal
QI‘k T

O () — B
Oy, 20|=* =l

Dies zeigt V f(z) = v(z).
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