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1 Grundbegriffe

1 Grundbegriffe

1.1 Supremum und Infimum
Betrachte eine Teilmenge X C R.
Definition: Eine reelle Zahl y mit Vo € X: z < y (bzw. £ > y) heisst eine obere Schranke

von X. (bzw. untere Schranke von X. )Existiert eine solche obere (untere) Schranke, so heisst
X nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt.

Satz 1.1.1 Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge X C R besitzt eine eindeutige klein-
ste obere Schranke, genannt Supremum von X und geschrieben sup(X). Besitzt X schon ein
Mazimum, so gilt sup(X) = max(X).

Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge X C R besitzt eine eindeutige grisste untere
Schranke, genannt Infimum von X und geschrieben inf(X). Besitzt X schon ein Minimum, so
gilt inf(X) = min(X).

Definition: sup(@) := —oo, inf(&) := co. Das Supremum jeder nicht nach oben beschrénkten
Teilmenge X C R ist sup(X) := oo. Das Infimum jeder nicht nach unten beschréinkten Teilmenge
X C Rist inf(X) := —oc0.

Fakt: Eine dquivalente Charakterisierung des Supremums s := sup(X) ist die Bedingung:
VeeX:z<s) N Ve>0TreX:z>s—¢).
Das Analoge gilt fiir das Infimum.

Eigenschaften: Fiir je zwei Teilmengen X, Y C R und ¢ € R setze ¢X := {czx | * € X} und
X+Y ={z+y|zeX,ye Y} Dann gilt:

sup(X UY) = max{sup(X),sup(Y)},

sup(X +Y) = sup(X) +sup(Y),
sup(cX) = csup(X) fiir ¢ > 0,
sup(cX) = cinf(X) fiir ¢ < 0,

und das Entsprechende fiir das Infimum.

Satz 1.1.2 (Archimedische Prinzip) Fs gelten folgende Aussagen:
(a) Fiir jedes x € R existiert genau einn € Z mitn < x <n+1
(b) Fiir jedes € > 0 exzistiert ein n € Z”° mit 1/n < ¢

1.2 Komplexe Zahlen

Definition: Ein Ausdruck der Form z = x + 1y fiir x, y € R heisst eine komplexe Zahl. Die Zahl
Re(z) := x heisst der Realteil von z, die Zahl Im(z) := y der Imaginérteil von z. Die Menge
der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Definition: Die Summe und das Produkt zweier komplexer Zahlen sind definiert durch

(x +iy) + (&' +iy) = (x+2)+i(y+y),
(x+iy) - (@' +iy) = (va’ —yy') +i(zy’ +2'y).

Definition: Fiir z, y € R heisst |z| := /22 +y2 € RZ der Absolutbetrag von z := z + iy. Fiir
z =z € R stimmt dieser mit dem {iblichen reellen Absolutbetrag iiberein.



2 Folgen und Reihen

Eigenschaften: Fiir alle z, 2’ € C gilt |22| = |z] - |Z/|, |z 4+ Z/| < |2| +|7/|. (Dreiecksungleichung)
und 2] =0 & 2=0

Definition: Fiir , y € R heisst Z := = — iy die komplex Konjugierte von z := = + iy.

Eigenschaften: Die komplexe Konjugation ist mit allen Koérperoperationen vertraglich, das heisst,
firallez, 2 €Cgilt 2+ 2 =%+ 2, und 22/ =% - 2/

Fakt: Den Quotienten zweier komplexer Zahlen z = x + iy und w = u + v # 0 fir z,y,u,v € R
berechnet man elegant durch Erweiterung mit w:

2w (rH4iy)(u—iv)  xutyv . yu— v

z
= — i .
w wWW u? + v? u? + v? u? + v?

Polarkoordinaten: Jede komplexe Zahl z = = + iy fiir z, y € R kann man schreiben in der Form

r+iy = r- ¥ mit €% = cos +isinp
Fakt: Fiir alle r,7 € RZ% und ¢, ¢’ € R gilt e’ crel? = ppl . eilete’)
Insbesondere gilt fiir alle » € R*® und ¢ € R und n € Z2° (rel?)" = " . ¢ene,

Folge: Fiir alle n > 1 und z € C ~\ {0} besitzt die Gleichung w™ = z genau n verschiedene
Losungen w € C, namlich fiir z = re?? die komplexen Zahlen

w = ¥Yr-e

fir k=0,1,...,n — 1. Jede von diesen kann man als eine n-te Wurzel aus z ansehen.

o2k
4 n

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom p(z) = 2" + ¢,_12" ! 4+ ... 4+ ¢12 + ¢o mit
Koeffizienten in C ist ein Produkt von Linearfaktoren (z—¢1) - - - (2— ¢, ). Dabei sind die Nullstellen
(1,.-.,(n € C bis auf die Reihenfolge bestimmt.

2 Folgen und Reihen

Definition: Eine Abbildung Z>° — R, k + a;, heisst eine (unendliche) Folge in R. Alterna-
tive Schreibweisen: (ax);2,, oder (ax)r>0 oder (ag, a1, as,...). Der Laufindex kann auch an einer
anderen Stelle als bei 0 beginnen. Eine Folge (a,)n>1 heisst beschrénkt, falls die Teilmenge
{an : n > 1} C R beschrénkt ist.

2.1 Grenzwert einer Folgen und Konvergenzkriterien
Definition: Eine Folge (a,),>1 konvergiert gegen a fiir n — oo falls gilt:

Ve > 0 3Ny = Ny(e) ez” . lan, —a| <&, Vn = Ny
Wir schreiben lim,,—, o a, = a oder a,, — a (n — 00) und nennen a den Grenzwert oder Limes
der Folge. Eine Folge (a,,) heisst konvergent, falls sie einen Limes besitzt, andernfalls heisst sie
divergent.
Beispiele: limy, oo + =0, lim,_o0 nt/m =1.
Seien p € N und ¢ € R mit |g| < 1 fest. Dann gilt lim,, 0o ¢" =0, lim,_, . nPq¢™ = 0.
Seien a, = (—1)", und b, = n. Dann sind (a,) und (b,,) divergent

Satz 2.1.1 Der Grenzwert einer Konvergente Folge (ay,), ist eindeutig bestimmd.



2.2 Teilfolgen, Hiufungspunkte

Satz 2.1.2 Falls (ay)n>1 konvergiert, ist {a,|n > 1} beschrankt.

Satz 2.1.3 Seien (an)n>1, (bn)n>1 konvergente Folgen mit den Grenzwerten lim,,_,o0 6y, = a,lim,,_,o by, =
b. Dann gilt:

1. Die Folge (ay, + bp)n>1 konvergiert und lim(a,, +b,) =a+b
2. Die Folge (anby)n>1 konvergiert und lim a,b, = ab.

3. Falls b,b, # 0, fiir allen > 1, so gilt lim ‘;—: =3
4. Falls ap, < b, Yn > 1, dann gilt auch a < b.

Satz 2.1.4 (Sandwich Satz) FEs seien (an)n, (bp)n, (¢n)n drei Folgen so dass a, < b, < ¢, fir
alle n € N gilt. Angenommen (a,,) und (cp)n sind konvergent und a = lima,, = lim¢,. Dann ist
auch die Folge (by,), konvergent und limb,, = a

Satz 2.1.5 (Monotone Konvergenz Satz) Eine monotone reelle Folge (ay,)n, konvergiert ge-
nau dann, wenn sie beschrinkt ist.

Beispiel: Sei a, = (1+1)". Dann ist a,, eine monotone wachsende, beschréinkte Folge (2 < a,, < 4)
mit dem Grenzwert e, die Eulersche Zahl.

Definition: Eine Folge (ay,)n>1 heisst Cauchy Folge, falls gilt:
Ve >0 3N = N(e) € Z%' : |ap, — am| <&, Yn,m > N.

Satz 2.1.6 Fine reelle Folge (ay,), ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy Folge ist.

2.2 Teilfolgen, Haufungspunkte

Definition: Sei (a,)n,>1 C R eine Folge und ¢(n) eine strikt monoton wachsende Folge positiver
natiirlicher Zahlen. Die Verkettung n — £(n) — ay(,) heisst eine Teilfolge (a;(n))n>1 von (an)n>1-

Satz 2.2.1 Sei (an)n eine konvergente Folge. Jede Teilfolge (ap(n))n von (an)n konvergiert und
hat denselben Grenzwert lim ay,) = lima,,

Definition: a € R heifit Hiufungspunkt einer Folge (a,,)n>1, falls (ay,)n>1 eine gegen a konver-
gente Teilfolge (ay(,)) besitzt, d.h. falls lim, . as(n) = a.

Beispiel: Die Folge a, = (—1)" hat die Hiufungspunkte +1 und —1 da limas, = 1 und
limagy,1 = —1 gelten.

Definition: Fiir eine beschriinkte Folge (ay), ist der Limes superior definiert durch

limsup a,, := lim (sup ax)
n—00 =00 k>n

Fiir eine beschriinkte Folge (a, ), ist der Limes inferior definiert durch

liminf a, := lim (inf ay)
n—oo n—oo k>n

Satz 2.2.2 (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (a,)n>1 besitzt eine konvergente Teil-
folge, und somit auch einen Hdaufungspunkt.

2.3 Uneigentliche Grenzwerte

Definition: Eine reelle Folge (a, ), hat uneigentliche Grenzwert oo oder divergiert gegen
oo wenn fiir jedes C' > 0 ein N € N existiert so dass a,, > C gilt fiir alle n > N. In diesem fall
schreiben wir lim,, o, a,, = co.



2.4 Reihen

2.4 Reihen

Definition: Sei (aj) eine Folge ein R oder C. Ein Ausdruck der Form )~ a; heisst eine
(unendliche) Reihe. Der Laufindex kann auch an einer anderen Stelle als bei 0 beginnen.

Falls die Folge der Partialsummen (S,,), := (3_}_, ax)» einen eigentlichen oder uneigentlichen
Grenzwert besitzt, so heisst dieser der Wert der Reihe und wird bezeichnet mit

S ap = lim, 00 S, = lim ( > ak>.
k=0

Beispiel: Die Reihe Zz‘;o ¢* zu einer komplexen Zahl ¢ heisst geometrische Reihe. Sie kon-

1

o0
vergiert genau dann, wenn |¢| < 1 ist, und hat dann den Grenzwert Y. ¢* = 7

k=0
Beispiel: Die Reihe > 7, ki zu einer reellen Zahl s konvergiert genau dann, wenn s > 1 ist.

Insbesondere divergiert die harmonische Reihe: Y + = oo.

k=1
Fakt: Jede (sogenannte alternierende oder Leibniz) Reihe der Form Y ;7 ,(—1)*ay fiir eine
monoton fallende Folge reeller Zahlen aj > 0 mit limg_, o ar = 0 ist konvergent. Insbesondere ist
die alternierende Harmonische Reihe ;7 (—1)*{ konvergent.

Satz 2.4.1 (Cauchy Kriterium) Die Reihe Y ;- | ai konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
e >0 ein N €N gibt so dass firn>m >N, |>_ ai| <e erfillt ist.

Satz 2.4.2 Ist Ziio ar konvergent, so gilt limy_, ax = 0. Die Umkehrung gilt aber nicht.

2.5 Rechnen mit Reihen

Satz 2.5.1 Von jeder Reihe lassen sich endlich viele Glieder abspalten; dabei konvergiert die rechte

Seite genau dann bedingt oder absolut, wenn die linke Seite es tut: > ar = ao+...+an_1+ >, ag.
k=0 k=n

Satz 2.5.2 Sezen Zk 1 ak,zk 1 bk konvergente Reihen, und a, B E C. Dann sind die Reihen

o0

> (ag + by), Z (aay) konvergent und es gilt « Z ar + B Z b = Z (aay + Bby).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2.6 Bedingte und Absolute Konvergenz

Definition: Eine Reihe Z;O:O ar, heisst absolut konvergent, wenn die Reihe der Absolutbetrige
Yoo lak| konvergiert.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Satz 2.6.1 Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent und behdlt die Konvergenz sowie ihren
Grenzwert unter beliebiger Umordnung.

Satz 2.6.2 Seien Y ,o, ag, Y po bi absolute konvergente Reihen. Dann konvergiert die Reihe der
Produkte absolute mit

(é:oak)'(fbo = io: iojakb i::

/=0 k=0 ¢=0

Cl,kbn_k.

0 k=0

3
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2.7 Kriterien fiir Absolute Konvergenz

2.7 Kiriterien fiir Absolute Konvergenz

Satz 2.7.1 (Vergleichskriterium) Gilt |ax| < by fiir alle k und ist die Reihe y - bi konver-
gent, so ist die Reihe ZEOZO ax absolut konvergent und daher auch konvergent.

Satz 2.7.2 (Wurzelkriterium) Sei (a,)n>1 eine Folge in R oder C.
1. Falls limsup ¥/|ax| < 1, so konvergiert > ay.
2. Falls limsup {/|ax| > 1, so divergiert > ax.

|ak+1|

|ak]

Satz 2.7.3 (Quotientenkriterium) Sei ay, # 0,k € ZZ1 so dass limy,_ = L existiert.

1. Falls L <1, so sty -, a konvergent.

2. Falls L > 1, so ist Y, ay divergent.
2.8 Potenzreihen
Definition: Ein Ausdruck der Form
o0
p(z) = S a2t = otz te? ...
k=0

mit ¢, € C bzw. ¢, € R heisst (komplexe bzw. reelle) Potenzreihe in z.

Satz 2.8.1 Die Potenzreihe p(z) := Y o cx2" ist konvergentVz € C mit |z| < p :=
p(z) ist divergent fir alle |z| > p.

1
lim sup |c|1/**

Im Fall p = 0 konvergiert f(z) nur fiir z = 0. Im Fall p = oo konvergiert die Reihe auf ganz C.
Andernfalls ist der Konvergenzbereich eine Kreisscheibe vom Radius p mit dem Mittelpunkt 0. Fiir
das Konvergenzverhalten auf dem Rand der Kreisscheibe gibt es dann verschiedene Méglichkeiten:
Konvergenz auf jedem Randpunkt, nur auf einem Teil des Randes, oder auf keinem Randpunkt.

Fakt: Der Konvergenzradius ist p = lim | e
k—oo ! Ck+1

|’ p= klgrgo ,{/ﬁ falls der betreffende Grenzwert

existiert.

Beispiel: - = >, o(—1)"2", [z <1

Variante: Alle Begriffe und Resultate gelten entsprechend fiir Potenzreihen in z — zg fiir festes
oo

zo€Roder C: f(z) = Y ap(z—20)F = ao+a1-(z—2)+az-(z2—20)%+...

2.9 Exponentialfunktion
Definition: Die durch die iiberall konvergente Potenzreihe

k

z 22 ZB 24
= 1+Z+T+T+ﬂ+-~-

118

Expz =
k

0

definierte Funktion C — C oder R — R heisst Ezponentialfunktion.

Satz 2.9.1 (Additionstheorem) Fir alle z, w € C gilt Exp(z + w)
alle z € C gilt also Exp(z) - Exp(—z%) = Exp(0) = 1 und somit Exp(z)

9
(o]
Satz 2.9.2 Fiir alle x € R gilt Expx = e®. Insbesondere Exp(1) := Y. 4 =lim, oo (1+1)" =
e = 2.718281828459045235....



3 Grenzwerte und Stetigkeit der Funktionen

Fiir rein imaginire Argumente z = iy, y € R, kénnen wir Exp(iy) durch Umordnung in Real- und
Imaginérteil zerlegen:

) el i k & —1)ly2 ) & — 1)1 o
Exp(iy) = Z ( z') = Z ( (2)1)2'/ +1 Z ((21)_31)' := Cos(y) + i Sin(y)
k=0 1=0 1=0

Fiir z = z + iy € C erhalten wir: Exp(x + iy) = Exp(z) Exp(iy) = Exp(x)(Cos(y) + i Sin(y))

Satz 2.9.3 (Euler) Vo € R gilt | Exp(ip) 2 = Cos? p+Sin® p = 1 und Exp(ip) = cos p+ising =
e wobei cosp und sing sind Real- und Imagindrteil der Zahl z = e*? € C mit |z| = 1 und
Polarwinkel ¢.

3 Grenzwerte und Stetigkeit der Funktionen

3.1 Grenzwerte

Definition: Sei Q Cc R?, f : Q — R", eine Funktion und 2y € R¢,a € R”. f hat an der Stelle
xo den Grenzwert a, falls fiir jede Folge (z)r>1 C Q\{zo} mit limxy, — zo gilt: f(zr) — a. Ist
dies der Fall, so schreiben wir lim,_,,, f(2) = a oder f(x) — a fir z —

Definition: Sei f : R — R. Gilt fiir jede von links her gegen x( strebende Folge (xg)g, (d.h.,
xr < xo,Vk und limg_, 00 xx = a9 ) lim f(zr) = ag, so heisst a; der linkseitige Grenzwert
von f beim Punkt zg. In deisem Fall schreiben wir lim o f(z) = ay. Entsprehend ist der
rechtseitige Grenzwert, lim o f(x) = a, erklart.

Fakt: Besitzt die Funktion f(x) an der Stelle o den Grenzwert a, so gilt also lim S flx) =

lim,,_, - f(z) =limg—,, f(x)=a

Satz 3.1.1 (¢ — § Definition der Grenzwert) Sei Q C RY, f: Q — R" 2y € RY a € R". Es
sind dquivalent
(i) limg ., f(x) =a

(i) Ve>030 >0V eQ: 0<|lz—xo|]|<d = ||f(z) —all <e.

Definition: [Grenzwerte im Unendlichen] Ist €2 nach oben unbeschréinkt, so hat f(z) fiir x — oo
den Grenzwert a € R, falls gilt: Ve > 03IM >0Vz € Q: > M = |f(x)—a| <e. Der
Grenzwert a ist dann eindeutig bestimmt, und wir setzen lim,_, f(z) = a.

Entsprehend ist der Grenzwert, lim,_,_ . f(x) := a, erklirt.

Sei nun f eine Funktion & — R. Wenn der Funktionswert f(x) fiir + — x iiber alle Schranken
hinaus wachst, so existiert der Grenzwert im eigentlichen Sinn nicht, aber man sagt:

Definition:[Uneigentliche Grenzwerte] Fiir  — 7 hat f den uneigentlichen Grenzwert oo,
falls gilt:
YN>030>0VzeQ: 0<|z—m9|<d = f(z)> N.

Ist dies der Fall, so schreiben wir lim,_,,, f(z) := oo.



3.2 Stetigkeit

Satz 3.1.2 (Rechnen mit Grenzwerte) Sind f,g: Q - R, zg € Q, a,b € R mitlim,_,,, f(z) =
a, limy ., g(z) = b so gilt

(i) limy o, af(z) + Bg(z) = aa + Bb, Ya,B €R
(ii) limg ., f(x)g(z) = ab,

(iii) limy ., f(2)/g(x) = a/b, fallsb#0

Bemerkung: Auch mit uneigentlichen Grenzwerten kann man zu einem gewissen Grad rechnen.
Die folgenden Regeln gelten fiir alle a € R:

a+00=00, @—00=—00, 00+ 00=00, G-00=(8gna)oo, 00-00 =00, = =-2=0.
Dagegen kann man den Ausdriicken 0 - 0o und oo — oo und 22 genausowenig einen Sinn verleihen
wie dem Quotienten %.

Satz 3.1.3 (Sandwich Satz) Seien f,g,h:Q — R Funktionen, o € Q,a € R.
Ist f(z) < g(x) < h(z), Yo und limy ., f(z) = lim,—4, h(z) = a, so gilt lim,_,,, g(x) = a.

Wichtige Grenzwerte:

1\” log(1
lim (1 + > =e, lim M =1,
T—00 x x—0 X

1

lim 2%logz =0 Va >0, lim —2% _ Ya > 0,
z—0+t r—+o0 ¢
lim sin z =1, lim 1—cosz —
z—0 X z—0 x

3.2 Stetigkeit

Definition: Sei QO C R%, f : Q — R”, eine Funktion und zo € Q. f heisst stetig an der Stelle
xo € (, falls fir jede gegen x¢ konvergierende Folge (zx)r>1 in Q die Folge (f(zx))x>1 konvergent
mit Grenzwert f(zg) ist. D.h.

lim f(xg) = f(lim xg) = f(x0)

k—o0 k—o0
Satz 3.2.1 (¢ — § Definition der Stetigkeit) Sei @ C R?, f : Q — R", xy € R Es sind
dquivalent

(i) f(x) ist an der Stelle xq stetig.

(1)) Ve >030 >0Ve € Q: 0<||z—x0l| <d = ||f(x) — flz0)]| <e.

Definition: f heisst stetig auf (2, falls f in jedem Punkt xy € Q stetig ist.

Beispiel: Die Characteristische Function von Q, xg : R = R

(2) = 1 fallszeQ
Xalr) = 0 sonst

besitzt en keiner Stelle xg € R einen Grenzwert, somit ist sie an keiner Stelle stetig.



3.3 Zwischenwertsatz und Folgerungen

Definition: Sei O C R% f : Q ~ {zg} — R", 29 € RL Dann ist f an der Stelle x( stetig
erginzbar falls lim,_,,, f(z) =: a existiert. Wir setzen in diesem Fall f(xg) := a. Die durch
f(xo) = a ergéinzte Funktion f ist offensichtlich stetig an der Stelle .

Beispiel f: R\ {0} = R, f(z) = #2Z ist an der stelle z = 0 stetig ergénzbar, mit f(0) := 1.

Satz 3.2.2 Sei f : Q C R? = R”, g : R® — R stetig. Dann ist auch die Komposition go f : Q —
R stetig.

Satz 3.2.3 Sei f,g € Q C R - R” und o € R,z € Q. Falls f,g in xo stetig sind, sind auch
f+ g und (af) an der Stelle xq stetig. Insbesondere bilden die stetigen Funktionen f : Q — R™
einen R-Vektorraum.

Satz 3.2.4 Sei —oco<a<b<oound f:[a,b] = R stetig. Dann ist f([a,b]) in R beschrinkt und
Je, et € [a,b] : flex) = sup{f(z) : z € [a,b]}, flc=) = inf{f(z) : z € [a,b]}, d.h. Supremum

und Infimum werden angenommen.

3.3 Zwischenwertsatz und Folgerungen

Satz 3.3.1 (Zwischenwertsatz) Sei—oo < a <b < oo und f : [a,b] = R stetig mit f(a) < f(b).
Dann existiert zu jedem y € [f(a), f(b)] ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Folge: Sei I ein Intervall und f: I — R eine stetige Funktion. Seien a, b € I mit f(a) < 0 und
f(b) > 0. Dann besitzt f eine Nullstelle zwischen a und b.

Satz 3.3.2 Sei I ein Intervall und f: I — R eine stetige und streng monotone Funktion. Dann
ist J := image(f) wieder ein Intervall und f induziert eine bijektive Funktion I — J, und deren
Umbkehrfunktion f~' : J — I ist wieder stetig und streng monoton.

Beispiel: [Logarithmus] Die Exponentiafunktion Exp : R — R>? ist stetig, streng monotone
wachsend mit Exp(R) = (0, 00) und besitzt die stetige Umkehrfunktion, der (natiirliche) Loga-
rithmus, log : (0,00) — R. Als Umkehrfunktion erfiillt der Logarithmus

loge! =t und €°8% =z, Vo e R®°, vt e R.
Das Additionstheorem der Exponentialfunktion impliziert
logxy = logx +logy

Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jedes Polynom: e* > %, z 20
Die Log-Funktion wéchst langsamer als jede positive potenz: logz < %n, Vn > 0.

Beispie [Potenzfunktion] Die Potenz 2 kann man auch fiir alle z € R”Y und alle o € R definieren
durch @ = e¥logz,

3.4 Funktionenfolgen, punktweise und gleichissige Konvergenz

Definition: Sei @ C R? und f, fx : @ — R" Funktionen. Die Folge der Funktionen (fx)r>1
konvergiert punktweise gegen f, falls Vo € Q : limgp_ oo fx(z) = f(z) (dh. Vo € Q Ve >
0 Fkey: || fu(z) — f(2)|| <&, VE > k. y)

Die Folge (fi)r>1 konvergiert gleichméssig gegen f, falls sup,cq || fx(z) — f(2)|| = 0, (k — o0)
(d.h. Ve > 0 Jk. : Vk > k. Ve € Q1 || fu(z) — f(2)]] < ©).

<
Beispiel: Sei f;, : [0,1] = R, fi(z) =2F, k> 1. Dann gilt: limy,_, o, 2% = { (1)’ ialisl() se<l
0, falls0<z <1

. Insbesondere ist die
1, z=1

Also konvergiert (fr)r punktweise gegen f(z) = {

)

Grenzwertfunktion f(z) nicht stetig.
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4 Differentialrechnung

Satz 3.4.1 Sei fi : Q — R" stetig und f : Q@ — R™ sodass fr gleichmdssig gegen f konvergiert.
Dann ist f stetig.

Satz 3.4.2 Potenzreihen sind stetig im Innern ihres Konvergenzkreis.
4 Differentialrechnung

Definition: Sei f: Q@ - R,Q C R, zy € Q. f heisst differenzierbar an der Stelle =z, falls der

Grenzwert
lim f(.’l?) _ f(l’o) — fl(x()) —. df(xO)

T—T0,TFTQ r — dI
0

existiert. In diesem Fall heisst f’(z¢) die Ableitung (Differential) von f an der Stelle zo.

Definition: f: ) — R™ heisst auf ) differenzierbar, falls f an jeder Stelle zy € 2 differenzierbar
ist. In diesem Fall heisst die Funktion z — f’(z) die (erste) Ableitung von f.

Bedeutung: Die Funktion f ist also differenzierbar in xy, wenn sie nahe xy durch eine lineare
Funktion T'(z) approximierbar ist. Die Steigung der Tangente, ist die momentane Anderungsrate
von f an der Stelle zg, also die Ableitung f'(z¢). Stellt f einen Ort als Funktion der Zeit dar, so
gibt f’ die jeweilige momentane Geschwindigkeit an.

Beispiel: Die Funktion f: R — R, z > |z| ist fir  # 0 differenzierbar mit f'(z) = sgn(z). Im
Punkt x = 0 ist sie dagegen nicht differenzierbar.

Satz 4.0.1 Ist f : Q@ — R differenzierbar an der Stelle zo € 2, so ist f an der Stelle xy auch
stetig

Satz 4.0.2 (Rechen mit Ableitungen) Sei f,g: Q — R an der Stelle xq differenzierbar. Dann
sind auch f + g, f - g und falls g(xg) # 0 auch die Funktion f/g an der Stelle x¢ differenzierbar
und es gilt:

1. (af +bg)'(w0) = af'(wo) + bg'(x0), Va,beR
2. (fg9)'(wo) = f'(w0)g(x0) + f(w0)g' (x0)

f)l [ (@o)g(@o) — f(@o)g' (x0)
3. (=) (xo) =
(5) @ (9(@0)?

Satz 4.0.3 (Kettenregel) Sei f : Q@ — R an der Stelle zg € Q differenzierbar und g : R — R

an der Stelle f(xo) = yo differenzierbar. Dann ist die Funktion go f : Q — R an der Stelle x
differenzierbar und es gilt

(go f)/(xo) = g/(f(xo)) f/(l”o)-

4.1 Mittelwertsatz und Folgerungen
Satz 4.1.1 (Mittelwertsatz) Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt

_J0) - (@)
)]

a

de € (a,b): f'(e)

Satz 4.1.2 Ist I ein Intervall und f: I — R differenzierbar mit f'(t) = 0 fir alle t € I, so ist f
konstant.

Satz 4.1.3 Falls f' > 0 (bzw. > 0) auf (a,b), so ist f (streng) monoton wachsend.
Falls f" <0 (bzw. <0) auf (a,b), so ist f(streng) monoton fallend.
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4.2 Ableiten von Potezreihen

Satz 4.1.4 (Regel von Bernoulli — de 'Hopital) Seien f und g differenzierbar nahe xo mit
g'(x) # 0 dberall, so dass die Grenzwerte limy_,,, f(z) und lim,_,, g(z) entweder beide gleich 0
oder beide gleich oo sind. Dann gilt

<,

. . /(;p)
Sm ey = m ooy

falls die rechte Seite im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn existiert. Dasselbe gilt fiir einseitige
Grenzwerte und fiir x — foo.

Satz 4.1.5 (Umkehrfunktion) Ist f: X — Y bijektiv und differenzierbar und diberall f # 0,
so0 ist die Umkehrfunktion f~':Y — X differenzierbar und es gilt fir alley € Y

Beispiele: Die Funktion log : (0,00) — R ist differenzierbar mit log'(z) = X, Vz € (0,00).

Die verallgemeinerte Potenzfunktion f(z) = 2% = e*1°8% (a € R) ist differenzierbar und (z%) =
ar®t,

Die Funktion [~7, 5] — [~1,1], # + sinx ist bijektiv. Thre Umkehrfunktion ist der Arcus Sinus

s
2
T T . . . o 1
[(-1,1] =[5, 5], y > arcsiny mit (arcsiny)’ = i

4.2 Ableiten von Potezreihen

Definition: Sei f : Q — R™. f heisst auf Q@ m-mal differenzierbar, falls f (m — 1)-mal diffe-
dfm71 o

renzierbar ist mit differenzierbarer (m — 1)-ter Ableitung. In diesem Fall heisst f("™) = -

4”1 .0 — R m-te Ableitung von f, und Vk,[ > 0 gilt fE+) = (F(R)H)D),

dx™

f ist von der Klasse C™(Q), falls f m-mal differenzierbar ist und die Funktionen f = f(), f’ =
fO, @) stetig sind. f ist in C°(Q) falls f € C™(Q), Vm > 0.

Satz 4.2.1 Sei (f,) eine Folge in C*(Q) mit f, gl if ging- g (n — o) und f,g: Q = R.
Dann gilt: f € C*(Q) und f' = g.

Satz 4.2.2 Die Potenzreihe f(z) =Y pe axz® mit Konvergenzradius p > 0 ist im Innern Ihres
Konvergenzkreises differenzierbar mit f'(z) = > 5, kagaz* 1.

4.3 Taylor Formel

Definition|[Taylor-Polynom] Sei f : [¢,d] — R eine Funktion der Klasse C™([c,d]), a € [c,d]. Das
Taylor-Polynom m-ter Ordnung fiir f mit Entwicklungspunkt a ist
m z—a)™
Tof(z;a) = f(a) + f'(a)(z —a) +--- + f (a)%
Der Restterm bezeichnen wir mit R, f(z;a) := f(x) — T f(x; a).

Satz 4.3.1 (Taylor Formel) Sei f : (¢,d) — R m-mal differenzierbar und a,x € (¢,d),a < x.
z—a)™ ! m z—a)™
Dann existiert ¢ € (a,z): f(z) = f(a) + f'(a)(x —a) +--- + fmfl(a)ﬁ +f (C)( (m))!

Falls f € C™ L, dann gilt fiir den Restterm |Rp, f(z;a)] < Supyc ey |f(m+1)(c)|%
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4.4 Extrema

4.4 Extrema

Definition: Sei f : @ — R,Q C R. Ein Punkt ¢y € Q mit der Eigenschaft Vz € Q: f(zo) < f(x)
heisst eine Minimalstelle von f, und der dazugehorige Wert f(xo) heisst Minimum von f.
Ein 2o € Q heisst (strikte) lokale Minimalstelle von f, falls » > 0 existiert mit f(zg) <

fl@), Yo € (xg —r,xo +1)\{z0} (bzw. f(zo) < f(x)).
Durch Umkehren der Ungleichung erhélt man die Begriffe Maximumstelle und Maximum
von f. Die gemeinsamen Oberbegriffe lauten Extremalstelle und Extremum.

Fakt: Jede globale Extremalstelle ist eine lokale Extremalstelle, aber nicht umgekehrt.

Definition: Seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar. Dann heisst jede Stelle
2o € I mit f'(zg) =0 ein kritischer Punkt von f

Satz 4.4.1 Seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar. Dann ist jede lokale
Extremalstelle von f ein kritischer Punkt.

Folgerung: Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann besitzt f ein globales
Minimum und ein globales Maximum, und jede globale Extremalstelle ist entweder gleich a oder
b oder ein kritischer Punkt der Einschrinkung f|(4 ).

Definition:Sei I ein Intervall, und sei f: I — R differenzierbar. Die Funktion f heisst (nach
unten) konvex, falls ihr Graph auf jedem Teilintervall unterhalb der jeweiligen Sekante liegt,
d.h., falls fiir alle Punkte 1 < x < z9 in I gilt:

T2 — IT1

@) < flan)+ (x—2).

Die Funktion heisst nach oben konvex oder konkav, falls ihr Graph auf jedem Teilintervall
oberhalb der jeweiligen Sekante liegt, also falls die umgekehrte Ungleichung gilt.

Satz 4.4.2 Ist f zweimal differenzierbar und f" stetig, so sind dquivalent:
(a) f ist konvez.
(b) ' ist monoton wachsend.
(c) " ist diberall > 0.
(d) Der Graph von f liegt oberhalb jeder seiner Tangenten, d.h., fir alle xq, x € I gilt

f@) = f(zo) + f'(w0) - (z — o).

Fakt: Die Analoga der obigen Aussagen mit den umgekehrten Ungleichungen gelten fiir die Begriffe
(streng) monoton fallend und konkav.

Definition: Ein Punkt (zq, f(xo)) € graph(f), in dem f von konvex auf konkav wechselt oder
umgekehrt, heisst ein Wendepunkt von f.

Fakt: Ist f hinreichend differenzierbar, so sind dies nach dem obigen Kriterium genau die Punkte,
in denen f” sein Vorzeichen wechselt, also notwendigerweise eine Nullstelle hat.

Definition: Ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente heisst ein Sattelpunkt von f.
Satz 4.4.3 Sei f beliebig oft differenzierbar, und sei o € I. Sein > 2 so dass gilt f'(xg) =... =
F1 (o) = 0 und ™ (20) # 0.

(a) Ist n gerade und fU)(x0) > 0, so hat f ein lokales Minimum in xq.

(b) Ist n gerade und f™(x0) <0, so hat f ein lokales Mazimum in .

(c¢) Ist n ungerade, so hat f einen Sattelpunkt in xg.
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5 Integralrechnung

5 Integralrechnung

Sei f eine beschrinkte Funktion auf einem Intervall [a, b].

Definition: Eine Partititon (oder Zerlegung) P von [a,b] besteht aus endlich vielen Punkten
a="by < b <...<b, =0b. Die Feinheit der Partition P ist die Zahl: §(P) := max{bi — b1 ’
1 <4< n} Ein Menge von Zwischenpunkten zu P ist ein n-Tupel ( = ((1,....¢,) mit
bi—1 < ¢ < b; fiir alle 1 < ¢ < n. Die Riemann-Summe von f beziiglich der Partition P und

dem Menge von Zwischenpunkten ¢ ist: S(f, P,() := E F(&) (by — bi—1).

n

Die Riemannsche Untersumme zu Partition P ist: S(f, P Z 1nf f(®)) (b — bi—1).

bi—1,bi]
i=1

M:

sup  f(w)) (bi — bi—1).

=1 Te[bl 1,bi]

Die Riemannsche Obersumme zu Partition P ist: S(f, P

Das Untere Riemann Integral von f iiber [a, b] ist: / f(x)dz = sup {S(f, P) : P ist eine Partition}.
2
Das Obere Riemann Integral von f iiber [a, b] ist: / f(z)dz = inf {S(f, P) : P ist eine Partition}.

f heisst Riemann Integrierbar iiber [a,b] falls dag obere und das untere Riemann Integrall

b b
fallen zusammen. In diesem Fall, nennen wir die Zahl: f; fl@)de = / f(x)dx = / f(z)dx das

Integral von f iiber [a,b].
Integrierbarkeitskriterium I Ist f stetig in [a, b], so ist iiber [a, b] integrierbar.
Integrierbarkeitskriterium IT Ist f monoton in [a, b], so ist iiber [a, b] integrierbar.

Fakt: Sei f integrierbar iiber [a, b] und sei P(") eine Folge von Partitionen von [a, b] mit lim,, ., §(P™) =
0 und ¢” ein Satz von Messpunkten zu P . Dann gilt: lim,,_,., S(f, P, (") = fab f(x)dx

5.1 Eigenschaften

Fakt: Fiir alle auf den angegebenen Intervallen integrierbare Funktionen f und g gilt:

[Cf@)de = [P f(x)de+ [ f(z)de fallsa<b<ec
[ (@) +g@)de = [} f@)de+ [} g(x)da
[PAf(z)de = X- [ f(x)da fiir jedes A € R.
[P f@)de < [0 g(x)de falls Va € [a,b]: f(z) < g(x).
[} f@)da| < [71f ()] da.

Fakt: Fiir jede integrierbare Funktion f: [a, b] — R ist das Integral f: f(z) dx gleich dem Flichen-
inhalt der Teilmenge {(:1: y) € R? | a<xz<b 0<y< f(x)} minus dem Flacheninhalt der
Teilmenge {(z,y) € R? |a <z <b, f(z) <y <0}

5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition: Sei f eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Dann heisst jede auf I definierte
differenzierbare Funktion F' mit F’' = f eine Stammfunktion von f.
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5.3 Einfache Integrale

Satz 5.2.1 Sei F eine Stammfunktion von f. Dann ist fiir jede Konstante ¢ die Funktion F + c
eine Stammfunktion von f, und umgekehrt hat jede Stammfunktion von f diese Gestalt.

Definition: Das unbestimmte Integral von f ist die Menge aller Stammfunktionen von f und
wird mit | f(z)dz bezeichnet.

Satz 5.2.2 (Hauptsatz Version A) Fir jede stetige Funktion f auf [a,b] ist die Funktion auf
[a,b] t — fat f(z) dx eine Stammfunktion von f.

Satz 5.2.3 (Hauptsatz Version B) Fiir jede stetige Funktion f auf [a,b] und jede Stammfunk-
tion F von f gilt f: f(z)de =[F(z)’ = F(b) — F(a).

Folgerung: Zur Berechnung eines bestimmten Integrals wihlt man also eine Stammfunktion F'
und berechnet dann die Differenz F(b) — F'(a).

Bemerkung: Durch dieselbe Formel kann man den Ausdruck f; f(x) dz auch fiir Stellen a > b
im Definitionsintervall von f definieren. Dann gilt die weitere Regel

fbaf(x)dx = —fff(m)dx.

5.3 Einfache Integrale

Durch Umkehrung bekannter Ableitungen erhalten wir folgende unbestimmte Integrale:

Ja"dx = ‘fl_:—l—c fiir n € Z?° und € R oder fir n € ZS~2 und z € R~ {0}
Jzsdx = “::11 +c fir s€ C~ {—1} und z € (0,00)
[Ldz = loglz[+c fir x € R~ {0}
Jetdz = e*+c firx e R

[sinzdx = —cosz+c¢, [coszdr=sinz+c firzxe R

[=h-de = tanz+c, [tanzde = —log|cosz|+c firze (kr—F,kr+ %) mit k € Z

fﬁdw = arcsinz + ¢, fﬁdx:arccosx—l—c firx € (—1,1)

[z de = arctanz +c fir x € R

5.4 Partielle Integration

Dies ist eine Umkehrung der Leibnizschen Produktregel und besagt fiir das unbestimmte bzw. das
bestimmte Integral:

Ju(z)v'(z)dz = w(@)v(z)— [u'(z)v(z)ds

fbu(gc)v’(ac)dm = u(m)v($)|b—fbu'(x)v(x)dx

a a

5.5 Substitution

Dies ist quasi eine Umkehrung der Kettenregel und besagt fiir das unbestimmte Integral:

1z

— /f(s@(y))w’(y) dy

z=p(y)
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5.6 Partialbruchzerlegung

fiir jede stetige Funktion f und jede differenzierbare Funktion ¢ mit stetiger Ableitung ¢’ auf
einem Intervall, iiber dem die zusammengesetzte Funktion y — f(p(y)) existiert.

4

Beispiel: Die Substitution z = siny liefert fsin3 y-cosydy = [z3dx = T +e = % +c.

5.6 Partialbruchzerlegung

Satz 5.6.1 (Partialbruchzerlegung) Fiir beliebige paarweise teilerfremde Polynome ¢1(z), .. .,
gr(x) # 0 und ein beliebiges weiteres Polynom f(x) existieren eindeutige Polynome f;(x) vom Grad
kleiner als der Grad von g;(x) sowie ein eindeutiges Polynom h(z), so dass gilt:

f(x) fi(x) fr(x)
= 4+ ...+ + h(x).
0@ 0@ - a@ ooy T
Beispiel:
fa:S—dSw:c—Q = % % - % xdi—fl o %f(mj-wl)z = log |SC*2|9 — log |IZ’+1|9 + 3(1‘1-&-1) tec

Insgesamt reduziert sich die Integration rationaler Funktionen auf die folgenden Fille.

gt
n+1

[o% = loglt| +c

Jtrdt =

+c firneZ~ {-1}

1tﬁ;2 = % . 10g(1 —+ t2) +c, f%: arctant + ¢

tdt . _—1 1 ..
f(1+t2)n — on—92° (I+e2)n—1 +c firn>1

e — _1 L 2n—3 dt .
f(1+t2)" = e merT 2 'f(1+t2)n—1 +c fiir n > 1

5.7 Uneigentliche Integrale

Fakt: Sei f eine integrierbare Funktion auf einem Intervall [a, b]. Dann ist die Einschrinkung von

f auf jedes Teilintervall [a, '] integrierbar, und das Integral f;,/ f(z) dx hingt stetig von o’ und
b ab.

Definition: Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall (a, b), deren Einschrinkung auf jedes
kompakte Teilintervall [a/, '] integrierbar ist. Dann ist das uneigentliche Integral von f von a bis b

definiert als f; fz)dx = lli{‘n bl,i}‘nb fab: f(z) dx, falls diese Grenzwerte existieren.

Beispiele: [[“e *dr =1, [7 %5 =7

Vorsicht: Die beiden Grenzwerte miissen im allgemeinen unabhéingig voneinander genommen
werden. Zum Beispiel gilt [ fb x dx = 0 fiir alle b > 0 und daher limp_, o, ff » T dx = 0. Die einzelnen

Grenzwerte von f; xdzx fir b — oo oder a — —oo existieren dagegen nicht, und somit auch nicht
das uneigentliche Integral [ fooo xdx.

s—1

%0 a fiirs > 1
Beispiel: Fiir alle s € R und a > 0 gilt [ 9% = { diveraiort ftlr 8 - 1’
a ivergiert fiir s < 1.

Satz 5.7.1 (Integralkriterium) Sei f : [1,00) — R monotone fallend. Dann konvergiert
S f(n) genau dann, wenn [ f(z)dz konvergiert. In diesem Fall gilt 0 < .37, f(k) —

S fa)da < f(L).
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6 Gewohnliche Differentialgleichungen

Majorantenkriterium: Ist f auf [a, 00) stetig, und sind ¢ und s > 1 so, dass |f(z)| < % ist fiir

s

alle x > a, so konvergiert das uneigentliche Integral faoo f(z)dx.

Minorantenkriterium: Ist f auf [a, 00) stetig, und existiert ¢ > 0 so dass f(z) > ¢ ist fiir alle

z > a, so divergiert das uneigentliche Integral [ f(z) dz gegen co.

Analoge Kriterien gelten fiir uneigentliche Integrale der Form ffoo f(z)dx.

Beispiel: Das Integral [~ dt divergiert, aber [° dt konvergiert.

(1+4t2)3/2 (1+4t2)5/3

Beispiel: Das Integral f2 konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.

log )

1-s
divergiert fiir s > 1.

_ { (bma)'™* fir s < 1,

Analoge Kriterien gelten an der oberen Intervallgrenze.

6 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine Gleichung, in der Ableitungen einer gesuchte Funktion auftreten, nennt man Differential-
gleichung. Die Ordnung einer DGL ist der Grad der hocsten auftretenden Ableitung.

Definition: Eine Differentialgleichung zusammen mit den Nebenbedingungen 3*) () = y(()k)

alle 0 < k < n — 1 fiir einen gegebenen Punkt (zo, yo, v, - - - ,y(()”_l)) € U heisst ein Anfangswert-

problem.

fiir

Definition: Eine Differentialgleichung fiir eine Funktion y: [z1,22] — R zusammen mit Neben-

(k

bedingungen der Form y*) (z;) = y; ) fiir gewisse (k, ) heisst ein Randwertproblem.

6.1 Separierbare Differentialgleichungen

Definition: Eine separierbare Differentialgleichung ist eine der Form

y = f(x)-g(y).

Diese hat einerseits die konstanten Losungen y = yo fiir alle yo mit g(yo) = 0. Andererseits gilt
fiir eine nichtkonstante Losung zumindest teilweise ¢y # 0 und somit g(y) # 0. Dort kénnen wir
die Variablen separieren durch die formale Umformung

dy _ x) - d—y: ) dx d—y: x)dx
Y ot@) ) = @ = [ [r@)

Das maximale Definitionsintervall findet man in der Regel am besten am Ende anhand der gefun-
denen Losungsformel.

Beispiel: Die Differentialgleichung y’ = 1+ y? ist separierbar. Da die rechte Seite iiberall # 0 ist,
ist jede Losung lokal invertierbar. Wir finden sie durch die Rechnung

d
arctany = /1+yy2 = /d:z: =z+c <= y=tan(r+c)

fiir eine Konstante c. Thr maximales Definitionsintervall ist (c —5,c+ %)
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6.2 Lineare Differentialgleichungen

Bemerkung: Manchmal kann man eine Differentialgleichung durch Substitution separierbar ma-
chen. Speziell wird eine Differentialgleichung der Form 3" = f(%) durch die Substitution v = £
dquivalent zu

Yy Yy ) v fu)—wu
vy =L g fW s JWou
x x x x x x
und eine Differentialgleichung der Form y’ = f(ax + by + ¢) durch die Substitution u = az + by + ¢
dquivalent zu
W =a+by =a+bf(u)

Beispiel: Die Differentialgleichung Z—x = (x — y + 1)? wird durch die Substitution u = x —y + 1

dquivalent zu

d d 1
—uzl—u2 — /i:/dx:x—l—c@ —log
dx 1—u?

ut+1l
u—1

Ke* «— u

fiir eine Konstante K = +e® # 0

6.2 Lineare Differentialgleichungen

Definition: Eine lineare Differentialgleichung ist eine der Form

d”y dn—ly dy
) + an,l(x)m +...4 al(x)% + ap(x)y = b(x).

Ist b(z) identisch Null, so heisst die Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen.

Satz 6.2.1 Fir je zwei auf I definierte Losungen y1 und yo der homogenen Gleichung Ly = 0 und
je zwei Konstanten A\ und Ay ist auch A\yy + Aayo eine Losung von Ly = 0. Die auf I definierten
Liosungen der homogenen Gleichung bilden also einen Vektorraum.

Bemerkung: Die Elemente einer gewéhlten Basis dieses Vektorraums heissen Fundamentallgsun-
gen. Die allgemeine Lésung ist dann eine Linearkombination der Fundamentallésungen mit noch
zu bestimmenden konstanten Koeffizienten.

Satz 6.2.2 Fiir jede auf I definierte Losung y, der inhomogenen Gleichung Ly = b und jede auf
I definierte n-mal differenzierbare Funktion yy ist y, + yn eine Losung von Ly = b genau dann,
wenn yp eine Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung Ly = 0 ist.

Folge: Die allgemeine L6sung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung Ly = b findet
man, indem man die allgemeine Losung yy, der zugehorigen homogenen Gleichung Ly = 0 zu einer
beliebig gewahlten partikuldren Losung y, der inhomogenen Gleichung addiert.

Satz 6.2.3 (Superposition Prinzip) Ist y; eine partikuldre Lésung der Differentialgleichung
Ly = b; fiir jedes j, so ist y1 + ...+ y, eine partikuldre Losung der Differentialgleichung Ly =
b1 +...+0b,.

Satz 6.2.4 Sei ag(x) identisch gleich 1, und seien die Funktionen ay,...,an,b stetig. Dann gilt:

(a) Die auf I definierten Ldosungen von Ly = 0 bilden einen Vektorraum der Dimension n.
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6.3 Homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

(b) Fiir jeden Anfangswert besitzt Ly = b eine eindeutige auf ganz I definierte Lisung.

Spezialfall: Betrachte eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung der Form
y' =a(x)-y+b(x)

Die zugehorige homogene Gleichung y' = % = a(x) - y ist separierbar. Eine Losung findet man
durch die Rechnung

@—aw x ogy = %: a(z) dz — Jalz)dx
y_()d — log y /y /()d — y / )

Da diese Losung iiberall definiert und ## 0 ist, ist sie nach dem obigen Satz Basis des eindi-
mensionalen Losungsraums, also eine Fundamentallésung. Die allgemeine Lésung der homogenen
Gleichung ist somit y(z) = X - eA®) fiir eine fest gewiihlte Stammfunktion A(z) = [a(z)dr und
eine noch zu bestimmende Konstante .

Eine Losung der inhomogenen Gleichung findet man durch Variation der Konstanten, das heisst,
durch den Ansatz y(z) = A(z) - eA®) fiir eine noch zu bestimmende Funktion x ~— A(z). Nach
Einsetzen und Ausrechnen wird die inhomogene Gleichung dquivalent zu X (z) = b(x) - e=4(®),
Integrieren und Riickeinsetzen liefert dann die Losung

y(z) = 4@ /b(gc) e 4@ dg,

Fiir jede Wahl der Stammfunktion [b(x) e~ dz ist dies eine partikulire Losung der inhomoge-
nen Gleichung. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit

y(z) = @ /b(x) e 4@ dy + . AP
fiir eine noch zu bestimmende Konstante .

6.3 Homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

n n—1

d d
Definition: Sei Ly = d—y + an,ldi? + ...+ ald—y + apy = 0, mit a; € C. Das zugehorige
x" " T
Polynom pr,(A) = A" 4+ a,—1A\" 7! + ... + a1 X + ag heisst das charakteristische Polynom von L.

Seine Nullstellen in C heissen Eigenwerte von L.

Satz 6.3.1 Sind A1, ...., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von L mit den entsprechenden
Multiplizitéten my, ..., m,, so bilden die Funktionen y;; : R = C,z — xPeM® fir alle 1 < j <r
und 0 < kK < m; ein System von Fundamentallésungen der homogenen DGL Ly = 0.

Bemerkung: Hat L reelle Koeflizienten, so hat jedes Paar komplex konjugierter nicht-reeller Ei-
genwerte o ;+13; dieselbe Multiplizitdt m;. Die entsprechenden Fundamentallésungen zheleiEifi)z —
xFe®i®(cos Bjx £isinf;x) fir 0 < k < m; kann man somit per Basiswechsel ersetzen durch die
Losungen

zFe®® cos Bjx und zFe®® sin Bjx.

Beispiel:

y W +2 +y=0
pA) =AM +227 4+ 1=V +1)2=A-9)2\+i)?=0

yn(x) = ¢ cosx + casinx + czx cosx + cqx sin z.

U
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6.4 Inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

6.4 Inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Betrachte eine inhomogene DGL der Form Ly = b.
Lineare DGL mit konstanten Koeflizienten 16st man durch expliziten Ansatz und Koeffizienten-
vergleich.

Ansatzmethode
| Storfunktion b(x) |  Zugehdriger Ansatz fiir y,(z) |
ael® bel*
asin(vzx) csin(vx) 4+ dcos(ve)
bcos(vz)
aet® sin(vx) et (csin(ve) + d cos(va))
bet* cos(va)
P, (x)et R, (x)el”
P, (z)ae!* sin(vx) | e"* (R, (x)sin(ve) + S, (x) cos(vx))
P, (x)be!* cos(va)

wobei P,,, @, R, S, Polynome vom Grad n in x sind.

Bemerkung: Liegt eine Linearkombination der Storfunktionen vor, so hat man wegen dem Su-
perpositionsprinzip als Ansatz eine entsprechende Linearkombination zu wéhlen.

Bemerkung: Falls A = u + iv eine m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynom py,(A) ist,
so muss man den Ansatz fiir y,(«) mit dem Faktor ™ multiplizieren

Beispiel:
y' +y=sinx
=  pA)=N+1=0 =  Ap=d=Hi
= Yp = €1 COSXT + Co sinx.

Fiir die partikulire Losung nehmen wir als Ansatz
yp = (K7 cosz + Kasinx).
1
Einsetzen and koffizienenvergleich liefert K; = — K5 = 0 und somit y, = —595 COS .

1
Die allgemeine Losung ist ya = yn + yp = c1 cosx + casinz — ix CoS .

6.5 Zusatzbedingungen

Die in der allgemeinen Losung einer DGL n-ter Ordnung auftretenden Parameter lassen sich durch
Zusatzbedingungen festlegen.

Beispiel:
y" + 1y — 6y = 10e* mit y(0) =0, y'(0)=T7.

Die inhomogene DGL hat die allgemeine Losung
Yau = cre 3" 4 c2e®® + 2w,

Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert ¢; = —1, ¢; = 1 und somit y = —e 3% 4 ¢2% 4 2xe2®.
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