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1 Differentialrechung

1.1 Grenzwert und Stetigkeit

Definition: Sei 2 C R™ und f : Q — R™ eine Funktion, ( € Q und b € R™. Fiir ¢ — { hat f den
Grenzwert b falls gilt lim,_ ¢ || f(z) — b|| = 0. Ist dies der Fall schreiben wir lim, ¢ f(x) = b.
f heisst stetig an der Stelle ¢ falls gilt: ¢ € Q und lim,_,¢ f(z) = f({).

f ist stetig auf  falls gilt: V¢ € Q, lim,_,¢ f(z) = f(¢).

€ — 0 Definition der Stetigkeit: Eine Funktion f ist stetig an der Stelle (, falls gilt:
Ve>030>0Ve e Q: |z —(l|<d = |[|f(z) = fQ)]l <e.

Theorem 1.1.1 Falls lim, ¢ f(z) = b und lim,_,¢ g(z) = ¢, dann gilt
1. limgclaf(z) + Bg(x)] = ab+ e, Vo,f €R
2. limg ¢ f(z)-g(x) =b-c
3. img ¢ [|f ()] = 0]l

Beispiel: Jede Linear Transformation 7: R™ — R™ ist stetig V¢ € R™

Beispiel: Jede Polynom P: R™ — R, P(x) =Y " --- Y ' Chyoookey, TV - - xFn it iiberall stetig.
Beispiel: Jede Rational Funktion f: R™ — R, f(z) = P(z)/Q(z) wobei P(z),Q(x) Polynomen
sind, ist stetig in jedem Punkt ¢ mit Q(¢) # 0.

Theorem 1.1.2 Sei f: R™ — R™ ein Vektorfeld mit Komponenten f;: R™ — R so dass f(z) =
(fi(z), fa(z), ..., fm(z)). Dann ist f stetig an der Stelle  genau dann wenn jedes f; stetig in
15t.

Theorem 1.1.3 Seien f und g zwei Funktionen, so dass an der Stelle ¢, (f o g)(x) = f(g(x))
definiert ist. Falls g stetig in ¢ ist und f stetig in g(C) ist, dann ist f o g stetig in .

Beispiel: Eine Funktion mehrerer Variablen kann in jeder Variable stetig sein, ohne als Funktion
mehrerer Variablen stetig zu sein.

Ty
FIR2 SR, (zy)—{ 22 +9? (z,y) # (0,0)

Die Funktionf(z,0) = 0, als eine Funktion von nur z ist stetig in = 0 (resp. f(0,y) ist stetig in
y = 0) aber f(x,y) ist nicht stetig in (0,0).
Um die Grenzwerte der Skalarfelder zu berechnen kann das Sandwich theorem niitzlich sein

Theorem 1.1.4 Seien f,g,h: R" = R mit f(z) < g(x) < h(z), Va.
Falls lim,_,¢ f(z) = lim,_¢ h(x) = L, dann gilt lim,_, g(z) = L.

Beispiel:
2

fRP=R, (z,y)— :ﬂxijtyy? (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0).

Da 0 < |f(z,y)| < |y|, im(g,y)—(0,0) f(x,y) = 0 und somit ist f stetig an der Stelle (0,0).
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1.2 Die Partiell Ableitung und das (Total) Differential fiir die Skalar-
felder

Definition: Seien Q C R™, ( € Q, y € R® und f: Q — R ein Skalarfeld . Die Ableitung von f in
r = ( nach y, bezeichnet mit f;(¢) oder D, f((), ist definiert als

h—0 h

falls die rechte Seite existiert.

Falls y = e ein Einheitsvektor ist dann heisst die Ableitung f7(¢) = D.f(¢) die Richtungbleitung
von [ in der Richtung e im Punkt x = ( .

Falls e = ¢; = (0,...,1,0,...,0), das Standard i-ten Einheitsvektor ist, heisst die Richtungablei-
tung f., die i-te partiell Ableitung von f oder die partiell Ableitung von f nach x'. Sie ist mit
D;f(¢) oder 2L(¢) bezeichnet, wobei @ = (x!,...,2™) ist.

ox?
Die Funktion f ist partiell differenzierbar nach z* im Punkt a = (al,...,a") (ie 2% (a) exists),
wenn die Funktion z — f(¢Y, ..., ¢ 2%, ¢, ... ¢") im Punkt ¢° differenzierbar ist.

Theorem 1.2.1 Sei g(t) := f({ +te). Falls ¢'(t) oder D.f(C) existiert dann existiert die andere
und ¢'(t) = D f(C). Insbesondere gilt D.f(¢) = ¢'(0) = 4 £(¢ + te)|i=o

Beispiel Fiir eine Funktion mehrerer Variablen f, kann die Richtungableitung von f im Punkt ¢
in jede Richtung e existiert ohne die Funktion f stetig im Punkt ( zu sein.

xy?
Seien e = (a,b) ein Einheitsvektor und f(x,y) = < 22 + y* z#0
0 z =0.
Dann existiert die Richtungableitung von f im Punkt 0 in jede Rictung e. D, f(0,0) = b?/a wenn
a # 0 und D, f(0,0) =0 wenn a = 0. Aber f ist nicht stetig im (0, 0).

Fiir Funktionen mehrere Variablen gibt das total Differential ein starkere differentierbarkeit Kri-
terium.

Definition Die Funktion f: R™ — R ist im Punkt ¢ € R™ (total) differentierbar falls eine lineare
Abbildung A = A¢: R™ — R existiert so dass

i @) = 1(0) = A =)

-0
z—¢ ||z — ]|

Falls das der Fall ist, heisst die lineare Abbildung A¢: R™ — R total Ableitung oder differential
von f in Punkt ¢ und sie wird mit df(¢) oder d¢f bezeichnet.
f heisst (total) differentierbar im Q falls sie differenzierbar in jedem Punkt ¢ € Q.

Bemerkung Falls f im Punkt ¢ differenzierbar ist , dann existiert eine realwertige Funktion
R(x,¢) so dass
f(@) = Q) + (de )@ =€) + R(z, )

Rix,0) _
Te—c = 0

Bemerkung Das Differential von f: R™ +— R im Punkt ¢ ist NICHT ein Zahl. Es ist eine lineare
Abbildung d¢f: R™ — R. Somit hat es eine Matrix Darstellung. Sei (a1, ... a,) die Matrixdarstel-
lung beziiglich der Standard Basis {eq,...,e,} von R™. Dann gilt:

ft a2 = f(¢ M) Fa (et =Y A Fan (2™ = )+ R(x, Q)

mit limg_,¢



1.2 Die Partiell Ableitung und das (Total) Differential fiir die Skalarfelder

Bemerkung: Geometrische Interpretation. Ist f is differenzierbar in ¢ = (¢1,...,¢"), so ist

y = f(O+ar(@ =)+ +ap(a” = (")
die Gleichung der tangentialhyperebene an Graph von f im Punkt (¢!,...,¢", f(¢)) € R* L

Beispiel Jede Affine-lineare Abbildung f: R™ — R, z — Az + b, mit A ein 1 x n Matrix, und
b € R, ist differentierbar in jedem Punkt ¢ € R™. Das total Differential ist gegeben durch die
lineare Abbildung d¢f: R” — R, z — Az

Theorem 1.2.2 Sei f differenzierbar in ¢ mit Differential d¢f: R™ — R. Dann existiert nach
jeder Vektor y € R", f,(C), die Ableitung von f in (, und es gilt (d¢ f)(y) = f,(C)-

Insbesondere existiert alle partielle Ableitungen von f in x = ¢ und es gilt (d¢f)(e;) = %(C)
Die matriz Darstellung von d¢ f: R™ — R beziiglich der standard Basis ist

of of of
@(C)v @(C)a e @(C))

Definition Der Vektor der partielle Ableitungen

of of of
heisst Gradient von f und wird mit V f({) oder grad(f) bezeichnet.

Bemerkung: Ist f total differenzierbar in ¢, so existiert die Richtungsableitung in jede Richtung
e und ist gegeben durch das Skalarprodukt von V f({) mit dem Vektor e, ie. D.f(¢) = Vf(() - e

Geometrische Interpretation: Ist der Gradient ungleich Null, so zeigt er die Richtung an, in
der f am schnellsten wachst.

(a1y...,an) =(

Theorem 1.2.3 Sei f: R™ — R ein Skalarfeld. Ist f differenzierbar in x = ( so ist sie stetig in
x = (.

Beispiel: Die Funktion
xy?
flz,y) = a2 +y*
0 for x =0,

for x # 0

besitzt die partiellen Ableitungen %(0,0) = %(0,0) = 0 aber ist nicht stetig in (0,0) und ist
auch nicht total differenzierbar. ‘

Beispiel: Die Funktion

20 for (z,y) # (0,0)
. P2 2ty
‘ﬂR*R’W”H{a for (2,9) = (0.0)

besitzt die partiellen Ableitungen %(0,0) = 2—5(0,0) = 0, und ist stetig in (0,0), aber ist nicht
differenzierbar in (0, 0).

Beispiel: Die Funktion

x22

4, for (xvy) # (0»0)
. T2 2+
'ﬂR*R’@”H{ay for (a,1) = 0.0

ist total differenzierbar mit V £(0,0) = (0,0).

Theorem 1.2.4 (A sufficient condition for differentiability) Sei f: R™ — R ein Skalarfeld. Falls
alle ihre partielle Ableitungen %, e 68;; in eine Umgebung von ¢ existieren und stetig in ¢ sind
dann st f differenzierbar in (.

Definition; Eine Funktion f: Q +— R heisst eine C'-Funktion (oder stetigdiffernzierbar) falls fiir

alle ( € Qundie{l,...,n}, %(C) existieren und die Funktionen x ggf (x) stetig sind.
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1.3 Differentiationsregeln

Theorem 1.3.1 Secien Q2 C R™ und f,g: Q — R differenzierbar in (.Dann sind f + g und f - g
differenzierbar in ¢ und

1.d(f + 9)(¢) = df (¢) + dg(¢)
2. d(fg)(¢) = df(¢) - 9(¢) + f(C) - dg(C)
3. Falls g(¢) # 0 dann ist f/g differenzierbar in ¢ und

FY oo aQ)-dF(Q) — F(Q) - da(0)
I (g) ©= 902

Theorem 1.3.2 (Kettenregel I) Seien f: R™ — R differenzierbar in ¢ und g: R — R differenzier-
barin f(C). Dann ist die Funktion go f: R™ — R differnzierbar in ¢ und d(go f)(¢) = ¢'(f(€))df (¢)

Definition: Seien I C R und g = (g1,92,-..,9n): I — R™ eine Funktion. g heisst differen-
tierbar in a € R falls jede g;: I — R differenzierbar in « sind. Ist dies der fall, dann gilt

g'(a) = (91(a), g5(a), ..., g,(a)).

Theorem 1.3.3 (Keitenregel 1) Seien Q CR™, I CR, g =(91,92,---,9n): I = Q und f: Q —
R. Ist g differenzierbar in a und f differenzierbar in g(a), so ist die Funktion fog:I — R
differenzierbar in a mit der Ableitung

oo = @) d' @ = (5@ ) (% @)+ (55 6@ (T ) oot (5 tota)) (%)

Theorem 1.3.4 (Ableiten unter dem Integral) Seien h: R? — R stetig differenzierbare Funktion
von 2 Variablen undb: R — R eine differenzierbare Funktion einer Variable. Dann ist die Funktion

u(t) := f:(t) h(s,t)ds differenzierbar mit der Ableitung

b(t) oh
(1) = h(b(e), ) (£) + / s, )ds,
Insbesondere falls u(t f h(s,t)ds, dann gilt u'(t) = f; 9h(s,t)ds.
Beispiel Um das Integral fol "f;gj dx zu berechnen, seien h(a,x) = “fzg* und u(a fo ﬁog;ld
Dann gelten B—Z =z% und v/ () = fol x%dx = -ls-1 Somit u(a) =log(aw+1) + C, fur eine noch zu

bestimmende Konstante C. Aber «(0) = fo 2°=Lir = 0 =log 1+ C und somit u(a) = log(a+ 1)

log x
und fo ”fog_ml dz = log6.

1.4 Hohere Ableitungen, Hessian und die Taylorentwicklung

Hohere partielle Ableitungen héngen, im allgemeinen, von der Reihenfolge ab.
Beispiel:

22 — 2
0 (z,y) = (0,0).

f:R? SR, (z,y) —

Dann gllt By Bw awy
Wenn f von der Klasse C? ist, (ie f ist zweimal stetig differenzierbar) dann gilt

Theorem 1.4.1 Sei Q C R"™ und sei f: Q — R eine Funktion von der Klasse C?(2). Dann gilt

fir allel1 <i,j<n
o*f 0%f
0xidxi  Oxidxt’




1.5 Extrema von Skalarfelder

Definition Eine Funktion f heisst k& mal stetig differenzierbar oder eine C*-Funktion wenn sie k
mal differenzierbar ist und ihre k-ten partiellen Ableitungen stetig sind.

Theorem 1.4.2 Fiir jede C*-Funktion sind alle partiellen Ableitungen vom Grad < k von der
Reihenfolge der Ableitungen unabhdngig.

Definition Seien Q@ C R™ und f: Q — R. Falls die 2-ten partiellen Ableitungen von f existieren
in ¢ € Q, dann heisst die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen die Hessian Matriz von f .
Sie wird mit Hessians(¢) oder Hess(¢) oder VZ(f)(¢) bezeichnet.

22 f

() e i (0)
0% f :
i (20),,,.
essian (C) O0x;0x; (©) ij=1..n : :
() it —(0)
Beispiel: Sei f(z,y,z) = 2%y + 2. Dann gilt
2y 2z 0
Hessians(z,y,2) = [2¢ 0 0
0 0 O

Theorem 1.4.3 (Die Taylorentwicklung vom Grad 2) Sei f: R™ — R zweimal stetig differenzier-
baren in ¢ = (¢, ...¢"). Dann gilt

@ =10+ Y SO =)+ 5 1Y S (@ - ) @~ &)+ Rate, 0

= FQ+VIQ) (=) + 5o~ V2O (2= O + Ra(a,0),

wobei lim,_, ¢ Wjﬁ?ﬁ%‘ =0

1.5 Extrema von Skalarfelder

Definition: Seien Q@ C R™ und f: Q — R. Ein Punkt a € Q heisst lokal mazimum (resp. lokal
minimum) von f wenn eine Umgebung B, (r) := {z € R: ||z — a|]| < r} C § existiert so dass
f(z) < f(a) (vesp. f(z) = f(a)) Yo € By(r). Ein lokal Extremum ist ein Punkt a € Q, der
entweder eine lokale minimalstelle oder eine lokale maximalstelle ist.

Theorem 1.5.1 Fualls f differenzierbar ist und a eine lokale extremalstelle von f ist, dann gilt

Vf(a)=0.

Definition: Ein stationdr Punkt oder ein kritischer Punkt von f ist ein Punkt a, mit V f(a) = 0.
Ein kritischer Punkt heisst ein sattlepunkt falls er kein lokale Extrema ist.

Beispiel: Die Funktion f(z,y) = x? — y? hat nur ein kritischer Punkt a = (0,0) und er ist ein

Sattelpunkt.

Theorem 1.5.2 Seien Q) C R”, f: Q — R eine C%-Funktion und a ein Inneren Punkt von (.
Falls a ein kritischer Punkt von f mit det(Hessy(a)) # 0, dann gilt

1. Falls Hessf(a) > 0 (i.e. a positive definite Matriz), dann ist a lokale Minimalstelle.
2. Fulls Hessg(a) < 0 (i.e. a negative definite Matriz), dann ist a lokale Mazimalstelle. .

3. a ist ein Sattelpunkt, sonnst (i.e. Hesss(a) ist ein indefinite Matriz).
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In R? haben wir

Theorem 1.5.3 Seien Q C R?, f: Qs R eine C%-Funktion, und a ein Innerepunkt von ). Falls
a ein kritischer Punkt von f mit det(Hess¢(a)) # 0, dann gilt

1. Falls % > 0 und det(Hesss(a)) > 0, dann ist a lokale Minimalstelle.

2. Fualls % < 0 und det(Hessg(a)) > 0, dann ist a lokale Mazimalstelle. .

3. Fulls det(Hessf(a)) < 0, dann ist a ein Sattelpunkt.

Beispiel: Sei f(x,y,2) = (x— 1)+ (y+2)?+ (2 + 1) Dann ist Vf = (2(z —1),2(y +2),2(2 + 1))

und somit hat f nur ein kritischer Punkt (z,y,z) = (1,—2,—1). Die Hesse Matrix im Punkt
2 00

(1,-2-1)ist |0 2 0. Er ist positive definite. Somit ist (1, -2, —1) ein lokal minimum.

0 0 2

Beispiel:Sei f(z,y) = xsiny. Wenn Vf = (siny, z cosy) = (0,0), dann gilt (z,y) = (0,7k), k €

0 =1
+1 0

. V2f = 0 cosy
cosy —xsiny
Matrix ist indefinite. Somit ist jeder kritischer Punkt ein Sattlepunkt.

. Im kritischer Punkt (z,y) = (0, 7k), V2f = ( ) Die Hesse

Um die globales Extrema von ein Skalarfeld f auf einer kompakten Menge ) zu bestimmen haben
wir

Theorem 1.5.4 Sei f differenzierbar im Inneren von 2. Jede globale Extremalstelle von f ist
entweder ein kritischer Punkt im Inneren von §) oder liegt auf dem Rand von 2.

Beispiel: Sei f(z,y) = 2+ 2z + 2y — 22 — 32, sei Q, von den Geraden z =0,y =0 and y =9 — x
begrenzte Dreieck, das im ersten Quadrant liegt. f besitzt einen kritischen Punkt im Inneren §2,
némlich (1,1). Auf der Gerade y = 0, ist f(x,0) = 2+ 22 — 2. Die Extremalstelle kann entweder
in z = 0 oder x = 9 oder in einem Punkt mit f/'(z,0) = 2 — 2z = 0 liegen. Im Punkt = = 0,
f(0,0) = 2, und im Punkt 2 = 9, £(9,0) = —61 und in z = 1, f(1,0) = 3. Ahnlicherweise,
gibt die Gerade y = 0 f(0,0) = 2, f(0,9) = —61, f(0,1) = 3 und die Gerade y = 9 — z gibt
£(9/2,9/2) = —41/2. Somit hat f ihre globale Maximalstelle im Punkt (1,1), und f(1,1) = 4 und
hat das globale Minimum -61 in den Punkten (0,9), (9,0) auf dem Rand von €.

1.6 Vektorwertige Funktionen

fi
Seien QCR™ und f= | : | : Q= R™
fm

Definition: Die Funktion f heisst k-mal differenzierbar, resp. k-mal stetig differenzierbar, falls
jede Komponentenfunktion f;: 2 — R k-mal differenzierbar, resp. k-mal stetig differenzierbar,
sind.

Definition: Wenn f differenzierbar ist, dann die Matrix der partielle Ableitungen

af1 of1
By e ror
ofi
iF=vi= () .. =|
J7 j=1..n .
dfm of
617;’ ...... 6;:;
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heisst die Funktional Matriz oder die Jacobi-Matriz von f. Die Zeilen dieser Matrix sind genau
die Gradienten V f; der Komponentenfunktionen.

Bemerkung: Die differenzierbarkeit von f im Punkt ¢ € Q bedeudet dass eine linear Abbildung
dfc: R™ = R™ existiert mit

o 1) = () = dfe(@ = Q)

=0.
3¢ [lz = ¢l

Die Matrix dieser Lineare Abbildung ist die Jacobi Matrix V f({). Fiir z — ¢ gilt

f(@) = F(Q)+ V() (=) +olz—]).

Beispiel: Fii jeder Vektor b € R™ und jede m x n-Matrix A ist die affin lineare Funktion
T:R" R™ z—b+A-x
differenzierbar mit V7T = A. Insbesondere ist die identitétsfunktion
id: R" - R", x —x
differenzierbar und Vid ist die Einheitsmatrix.

Beispiel: (Zylinderkoordinaten )
f:10,00) x [0,27] x R — R3, (r,9,2) — (rcosd,rsind, z) ist differentierbar mit Jacobi Matrix
cos?¥ —rsind 0
df =Vf=|sin?d rcos?d 0] and det(V(f))=r
0 0 1

Beispiel: (Kugelkoordinaten)
f:[0,00) x[0,27] x[-7/2,7/2] = R3, (r,19, p) > (rcos®d cos @, rsindd cos g, 7 sin @) ist differentier-
costcosp —rsindcosyp —rcosvsing
bar mit Jacobi Matrix df = Vf = | sindcosep rcosdcosp —rsindsing | und det(V(f)) =
sin ¢ 0 T COS
72 cos .
Bemerkung: Die Kugelkoordinaten kann man auch mit (r, 9, ¢) + (r cos 9 sin p, r sin 9 sin ¢, r cos @)

definieren. Dann gilt det(V(f)) = r?sin .

Wir haben die folgende Differentiationregeln

Theorem 1.6.1 Seien f,g: Q C R™ — R™ differenzierbar in ¢ € R"™ und o € R. Dann sind die
Funktionen af, f + g sowie das Skalar Produkt f-g =", fig; differenzierbar und gelten

1. V(af)(¢) = aVf(Q)
2. V(f+9)(Q) = V() +Vyg(C)
3. V(f-9)(Q) = F(¢) - Vg(Q) +9(¢) - VF(C)

Theorem 1.6.2 (Kettenregel) Seien f: X =Y und g: Y — Z differenzierbare Funktionen, X C
R"™ und Y C R™ und Z C RY. Dann ist go f: X — Z differenzierbar und

Vigo f)(x) =Vy(f(x)) - Vf(z).

Sind f und g k-mal differenzierbar sind, resp k-mal stetig differenzierbar, dann so ist f o g.
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Beispiel: Die Polarkoordinaten Funktionen sind, ausserhalb des Ursprungs, gegeben durch zuein-
ander inversen Funktionen

1 (7‘) — (rcosgo) and g: (w) N ( Va2+y? )

%) rsin ¢ Yy arg(z+iy)

Deren Funktionalmatrizen sind

Vf(r) _ (coscp 7rsin<p> and vg<§) — (x/T;T;Z Jar;Tﬂ)

¥ sin ¢ T COS 7124:;2 7m2iy2

Die Kompositonen go f und f o g sind gleich der identischen Funktion und Vg -V f = Vid = ((1) ?)
und Vf - Vg = ((1) (1))

2 Kurvenintegral

2.1 Definitionen, Beispiele und Eigenschaften

Definition: Sei I = [a,b] € R ein eingeschlossene Intervall. Eine stetige Kurve in R™ ist eine
stetige Funktion v: I — R™. Wenn die Ableitung +/(t) = (v1(¢),...,7,(t)) existiert und auf dem
Intervall (a,b) stetig ist, heisst die Kurve glatt. y(t) ist eine Parametrisierung der Kurve Im(~y).
Die Kurve heisst stiickweise glatt wenn es eine Partition P = {¢q,t1,...,t,} von [a, b] gibt, so dass
~ auf jedem Intervall [t;_1,¢;] fiir i = 1,...,n glatt ist.

Definition: Die entlang v durch den Vektor 4’ bestimmte Richtung heisst Orientierung von +.
v(a), resp. v(b), heisst Anfangspunkt resp. Endpunkt von .

Wenn «(a) = (b), heisst v eine geschlossene Kurve.

Definition: Sei 9: [c,d] + [a,b] eine C'-Funktion so dass 9(c) = a, 9(d) = b und ¥'(t) > 0
Vt € [¢,d]. vo0: [c,d] — Q heisst ein orientierungserhaltende Umparametrisierung von 7.

Bemerkung: Sei v: [a,b] — Q. Die Kurve —v: [a,b] — Q die durch (—7)(¢) := y(a + b — )
definiert ist, ist die gleiche Kurve mit der umgekehrten Orientierung.

Definition: Seien 7: [a,b] — Q und a: [¢,d] — Q zwei Kurven mit v(b) = a(c). Die Kurve v+ «

ist definiert durch
t tela,b
o= V(1) [a,b]
alt—b+c) tebd+b—.
Beispiel: v: [0,1] = R3, ¢+ (a1 + bit, as + bot, a3 + bst) ist eine Parametrisierung der Strecke in
R? durch den Punkt (aj,az,as) in der Richtung (by, b, b3).

Beispiel: v: [0,27] — R?, t — (acost,bsint) ist eine Parametrisierung der Ellipse 2—2 + Z—j =1.
a: [0,27] — R% t — (acos(2m — t),bsin(2m — t)) ist die gleiche Ellipse mit der umgekehrte
Richtung.

Beispiel: Sei f: R — R eine stetige Funktion. Der Graph von f ist eine Kurve in R%. v(t) =
(t, f(t)) ist ihre Parametrisierung.

Definition: Seien Q € R", v:  — R™ ein Vektorfeld und v € € eine C'-Kurve mit Parametrisie-
rung v : [a,b] — Q, ¢t — (t). Das Kurvenintegral (Wegintegral) von v entlang v, bezeichnet mit

fﬂ/ v.ds, ist
L vds:= [ o) - (1

10



2.2 Potentiale und Konservative Vektorfelder

Bemerkung: Wenn wir v = (vq,...v,) und v = (y1(¢), ... v (t)) = (21, ... 2,) mittels der Koor-
dinatenfunktionen schreiben, schreiben wir fv v-ds = fv vidxy + - - - vpdy,.

Interpretation: Ist v ein Kraftfeld, so misst das Kurvenintegral die Arbeit, die nétig ist, um ein
Teilchen ldngs v durch das Feld zu bewegen.

Beispiel: Sei v(z,y) = (—y, ) und v(t) = (cost,sint), ¢t € [0,27]. Dann gilt:

2 27
/v.ds = / v(cost,sint) - (—sint,cost) dt = / sin®t + cos®tdt = 27
Y 0 0

Beispiel: Sei v(t) = (cost,sint,t), 0 <t < 2xw. Dann gilt:

27 27 3
2
/fyd:ch:Ederszz:/ (fsint,cost,tQ)~(fsint,cost,1)dt:/ t2+1dt:2w+%
v 0 0

Das Kurvenintegral hat die folgende Eigenschaften.

Theorem 2.1.1 Seiv: Q+— R"™ ein Vektorfeld und seien «,y zwei Kurven in Q). Dann gilt

1. Das Kurvenintegral ist invariant unter orientierungserhaltender Umparametrisierung,i.e. Sei
J: [e,d] — [a,b] eine C'-fFunction mit 9(c) = a, 9(d) = b, and ¥'(t) > 0, Vt € [¢,d]. Dann

gilt
/ v.ds = /v.ds
yod Y
/ v.dS:/v.der/v.ds
Y+ o «@
/ v.ds = f/v.ds
-y v

2.2 Potentiale und Konservative Vektorfelder

Definition: Sei v: ) — R"™ ein Vektofeld. Ein differenzierbares Skalarfeld f: 2 — R, fiir welches
V f = v heisst ein Potential von v.

Beispiel: Fiir v(z,y) = (2zy?, 2yx?), ist f(z,y) = 2?y? ein Potential.
Bemerkung:Im Fall n = 1 ist ein Potential dasselbe wie eine Stammfunktion.

Bemerkung; Fiir n = 1, falls g: R — R stetig ist, dann hat g eine Stammfunktion. In Dimension
n > 2 haben viele relevante Vektorfelder kein Potential.

Beispiel: v(z,y) = (2xy?, 2x) has no potential.

Der folgende Integralsatz fiir Kurvenintegrale ist eine vektorielle Variante des Haupsatzes der
eindimensionalen Integralrechnung.

Theorem 2.2.1 Fiir jedes C'-Skalarfeld f auf einer offenen Teilmenge Q C R™ und jeden Weg
v von p = v(a) nach g =y(b) in Q, gilt

/ Vf-ds = fa) - f(p).

11



3 Integration in R"

Theorem 2.2.2 Fur jedes stetige Vektorfeld v: Q — R™ auf einer offenen Teilmenge €1 sind
dquivalent:

1. Das Vektorfeld v besitzt ein Potential.
2. Das Integral von v dber jeden Weg in Q hdngt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab.

3. Das Integral von v tiber jeden geschlossenen Weg in Q ist Null.

Definition: Ein Vektorfeld mit diesen dquivalente Eigenschaften heisst konservativ.

Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung fiir ein Vektorfeld konservativ zu sein

Theorem 2.2.3 Sei v = (vy,...,v,) ein C'- Vektorfeld auf einer offenen Menge Q € R™. Falls

v konservativ ist, dann gilt g;’J = g;{, Vi, 5, 1<,4,5 < n.

Bemerkung: Die Bedingung g;j- = 215 ist notwending aber nicht hinreichend!

Beispiel: Sei Q = {(z,y) € R?| (z,y) # (0,0)}, Sei v:Q — R? v(z,y) = (

T )
Dann gilt % = %. Aber v ist nicht konservative, da [ v.ds = 27 # 0 fiir die geschlossene Kurve
Y = v
~(t) = (cost,sint), 0 <t < 27.

Bemerkung: Konservativ zu sein ist nicht nur ein Eigenschaft vom Vektorfeld v sondern auch
von der Menge €.

Beispiel: Sei X = {(z,y) € R? |z > 0}. Seien (z,y) = (rcos ¢, rsin @) mit r > 0, und ¢ € (5=, 5)
die Polarkoordinaten. Sei ¥ = arctan £. Dann gilt V¢ = v, und somit ist v konservative auf X.

Fiir konvexe Menge haben wir,

Theorem 2.2.4 Sei Q C R" offen und konvex. Sei v : Q — R" ein C'-Vektorfeld mit g—;f; =

8vj

s V1< 1,5 <n. Dann ist v konservative.

3 Integration in R"

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition: Ein n-dimensionaler Quader @ € R™ ist ein Produkt Q = []"_, I, = {(z1, ..., x,) |2; €
I;,Vie {1,...,n}} wobei I; = [a;,b;],i = 1,..n. Somit Q = [a1,b1] X ... X [an, by]. Das Volumen von

Q ist Vol(Q) = TTiLy [bs — ai| = p(Q).

Definition: Eine Zerlegung (Partition) P = {Qj}ézl von ( ist eine Vereinigung von disjunkte
1

Teilquader @; so dass () = U Q;.
i=1
Sei P(Q) die Menge aller Partitionen von Q.
Eine Verfeinerung der Zerlegung P = {Q;} € P(Q) ist eine Zerlegung P = {@k}znzl € P(Q) so
dass jedes @) in einem @); enthalten ist .
Der Durchmesser von Q; ist diam(Q;) := sup, yeq, |z — y|.

Der Norm oder die Feinheint der Partition P ist 0p := maxi¢ < diam(Q;)

12



3.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition: Seien f : () — R eine beschrénkte Funktion, P = {Q; }221 eine Zerlegung von @, und
& € Q; . Das Riemann Summe von f beziiglich der Zerlegung P und die Punkte {;} ist

l

Ry(P) =" f(&)n(Qy).

Jj=1

Definition: Sei f : @ — R eine beschrénkte Funktion. Das Untere- und resp. Obere Riemann

Summe ist
l

l
Up(P) = 3 i(u@y). - resp- O5(P) = S sup(i(Qi).

Theorem 3.1.1 Ist P € P(Q) eine Verfeinerung der Zerlequng P, so gelten Uf(ﬁ) > Uy (P), und
04(P) < O4(P).
Ist P, P, € P(Q), so gilt Ur(P1) < Of(P2).

Definition: Sei f : Q@ — R beschréinkt. Das Untere (resp. Obere) Riemann Integral ist

/Q f@)dp = I(f) = sup{U(P) | P € P(Q)}, (resp., /Q f(@)du =T(f) = nf{O;(P)| P € P(Q)})

[ heisst integrierbar falls I(f) = I(f). Wenn f integrierbar ist, dann definieren wir das Integral
von f als

I(f) = I(f) = I(f).
Das integral von f wird mit [ fdu = I(f) bezeichnet.

Theorem 3.1.2 Sei f : Q — R beschrdankt. f ist integrierbar geanau dann wenn Ve > 0 3P €
P(Q) so dass 0 < Of(P) —Us(P) < e.

1 ifxe Qj
Funktion Funktion von @;. Die Treppenfunktion, f(x) = 22:1 ¢jxq, () ist integrierbar, da

Beispiel: Seien P = {Q; 5-21 € P(Q), und xq,(z) = { die charakteristische

l
I(f) = ¢Vol(Q;) = I(f).

j=1

Theorem 3.1.3 Ist f: Q — R stetig, so ist f integrierbar.

Theorem 3.1.4 Scien f,g: Q C R™ — R integrierbar. Dann fir jede a, B € R gelten
1. (af + Bg) : Q — R ist integrierbar und fQ(af + Bg)du = an fdu + BfQ gdp
2. Falls f(z) < g(x)Va € Q, dann gilt fQ fdu < fQ gdp

3. Falls f(x) > 0Vz € Q, dann gilt fQ fdu =0

.

| S S| < o 1711 < (supg 1 F1(@)

(&

. Sei P = {Q), é‘:1 € P(Q) so dass Q = Ué‘:1 Q; und Q; N Q; = @Vi # j. Dann gilt
Jo Fdu =3, [, fdu.
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3.1 Definitionen und Eigenschaften

Theorem 3.1.5 (Fubini) Sei Q = [a1,b1] X ... X [an, by] CR™ und sei f : Q — R stetig. Dann gilt

/Qfd,u = /::L (/abnl ( (:1 fdxl...)dxn,l)d;vn

n—1

Beispiel: Sei f(z,y) = 22 4 2yz. Dann gilt

1 2 2 1 2 1 2 1 2
/ / fdyd:r,:/ / fd:cdy:/ / 2x(y+1)dxdy:/ {xz(yﬂ)] dy:/ y+1dy = 4
0 J—2 —2Jo —2Jo -2 z=0 -2

Theorem 3.1.6 (Fubini) Sei D C R? ein normal Bereich beziiglich x, i.e 3g, h: R — R stetige
Funktionen so dass D = {(z,y) € R?: a <z < b,g(x) <y < h(z)}. Falls f stetig auf D ist, dann
ist f integrierbar auf D und gilt
h(x)
fd,u flz,y)dy | dz
(»L)

Falls D = {(z,y) e R?: c <y < d,G(y) <z < H(y)}, dann gilt

/Dfdu = /cd </G:j) f(%y)dw) dy

Beispiel: Berechne das Integral von xy? iiber den Bereich B C R? zwischen der Parabel z = 32
und der Geraden x = 4. Je nachdem, ob wir zuerst nach x oder nach y integrieren, lautet die
Rechnung

B = {(j) eR*|0<z <4, —vVo<y <V,

4 VT 4
fova = ([ ara)oc = [ =3
B 0 -z 0

oder

B

N

{()eR*[—2<y<2 y* <z

4},

2 4 2
Jyran = [(fomrae)an = [ (o= )ar = 32
B -2 y2 —2

Manchmal ist es besser, den Integrationsbereich aufzuteilen

Beispiel:Das Integral iiber den von der Geraden x +y = 0 und der Parabel 2% + y = 2 einge-
schlossenen Bereich ist

/ / fmydyda: / / xydxdy+// f(z,y) dx dy.

Manchmal muss man die Reihenfolge vertauschen.

ot Ly Lo 1
/ / e¥ dydx = / / e¥ dxdy = / ye¥ dy = (e —1)
0 Ja o Jo 0 2

Beispiel:
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3.2 Anwendungen von zweidimensionale Integral

3.2 Anwendungen von zweidimensionale Integral

Fact: Sei D ein (normal) Bereich in R?. Dann ist A(D) = || p ldzdy die Facheninhalt des Bereichs
D.

Wenn f(x,y) > 0 fiir (z,y) € D, dann ist [, f(x,y)dzdy das Volumen unter dem Graph von f
iiber den Bereich D.

Beispiel: Das Volumen von einer Pyramide mit Qudratischer Grundféiche mit Lange L und Hohe

H ist L2 ,
L*H
74/ Hf—x )dydx = 3

Fact: Sei D ein Bereich in R? mit einer Massenverteilung, Welche durch eine integrierbare Funktion
f(x,y) gegeben ist. Dann ist die Gesamtmasse von D gleich m(D fD x,y)dxdy.

Der Massenschwerpunkt von D ist (Z(D),7(D)) wobei

1

7D) = /D e f (e, y)dedy, §(D)) =

1

m(D) /D yf(z,y)dzdy.

Wenn die Massendichte Konstant ist, heisst der Massenschwerpunkt geometrische Schwerpunkt
oder Centroid.

Beispiel: Ein Kreis hat den geometrischen Schwerpunkt in seinem Mittelpunkt. e.g. fiir Dp, der

Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R, gilt Z(D) = f— f\(fll - xdrdy = 0.
Theorem 3.2.1 (Pappus) Seien f, und g, zwei stetige Funktionen mit 0 < f < g. Sei D, der
von den Graphen f(x) und g(x) eingeschlossener Bereich, iber dem Intervall [a,b]. Sei S der
Rotationskorper, der durch Rotation der Fliche von D um die x-achse entsteht. Seien V(S) das
Volumen von S und (Z(D),y(D)) der geometrische Schwerpunkt von D. Dann gilt

A(D)

V(S) = 2ny(D)A(D).

Beispiel: Sei D ein Kreis mit Radius R in der (z,y)-Ebene, der oberhalb der z-Achse liegt. Sei b
der Distanz vom Mittelpunkt von D bis zu x-Achse. Das Volumen vom Torus, der durch Rotation
der Fliche von D um die z-achse entsteht, ist gleich (27)b(7wR?) = 2r2R?b.

3.3 Substitution

Theorem 3.3.1 SeiU C R" offene beschrinkte Menge. Sei p: U — R™ ein injektive C' - Funktion
mit Jacobi Matriz Ve und mit det Vo(u) # 0, Yu € U. Seien X = o(U) und f: X — R ein
stetige Skalarfeld. Dann gilt

/.>{—¢(U) / flo(u)) | det V(u)| dpu(u)

Bemerkung: Seien n = 1, und U = [a,b]. Da ¢ injective ist, ¢’ # 0. ¢ ist entweder mo-
notone wachsend oder falllend. X = [p(a), ¢(b)] falls ¢ monotone wachsend ist(’ > 0), und
X = [p(b), ¢(a)] falls ¢ monotone fallend (¢’ < 0) ist. Somit sind die Formelm imTheorem
und die Substitutionsformel von Integralen in R, dquivalent.

Beispiel: Sei ¢ affin Linear Abbildung u +— b+ Aw fiir ein Vektor b und ein invertierbare n x n-
matrix A. Dann gilt

| radute) = [ fo+ Au-|det Aldu),
X=p(U)
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3.4 TImproper Integrals

Beispiel: Berechne das Integral |, D evte dxdy tiber den Bereich D, der von den Geraden z = 0,
y =0, und = + y = 2 eingeschlossen ist. Seien u = y — x und v = y + = so dass

()= () () ma (5) =eeor= (27 12) (0)

Dann gilt D = ¢(E), wobei E der Bereich, der von den Geraden v = 2, v = v und v = —v
eingeschlossene Dreieck ist. Somit gilt

o 1 1 2 v
/ ehdxdy:/ e“/“fdudv:f/ / e dudv = e —1/e
D=¢(E) FE 2 2 0 —v

Beispiel: Die Abbildung der Polarkoordinaten erfiillt die Voraussetzungen des Satzes.

g:[0,00[x [0,27] = R, (7) = (7557)

Wegen det Vg(r, ) = r, gilt

/ f(x,y)dedy = / f(g(r,))rdrdyp
X=¢(U) U

Beispiel: Berechne das Volumen zwischen den Graphen von zwei Funktionen f(x,y) = 22 + 3>
und g(z,y) = 50 — 22 — 2. Wir finden zuerst die Schnittmenge der zwei Graphen. Die ist der Kreis
2% +y* = 25. Das Volumen ist dann gleich [[, g(z,y)— f(z,y) dedy wo D := {(z,y): #*+y* < 25}.
Somit

2w 5
vol = fj(g(m,y) — f(z,y))dzdy = / / (50 — 2r%) rdrdy = 6257
5 o Jo
Beispiel: Die Abbildung der Kugelkoordinaten,

g:[0,00) x [0,27] x [—7/2,7/2] — R3, (r,9,¢) — (rcosd cosp,rsind cos ¢, rsinyp) ist differen-
zierbar mit det(V(g)) = 72 cos ¢.

|t dudyds = [ ol 0,00 cos dravdy
X=g(U) U

Beispiel: Das Volumen der Kugel S mit Radius R ist gleich

R p27 pm/2 AT .
/1dxdydz:/ / / r? cos o dp d¥ dr = — R®.
s o Jo J-n/2 3

3.4 Improper Integrals

SeiX ein offene nicht kompakte Teilmenge in R™. Sei f eine Funktion auf X so dass fiir jede
kompakte Teilmenge K C X, das Integral |, i Jdu existiert.

Definition: Wir sagen dass fK fdu fir wachsendes K den Grenzwert I hat, wenn fiir jedes € > 0
eine Kompakte Teilmenge Ky C X existiert, sodass fiir alle Kompakte Teilmenge K C X, welche

Ky enthalten, gilt:
’/ fdp — I‘ < e
K

In diesem Fall heisst I das uneigentliche Integral von f tiber X and wird bezeichnet mit

/X fdp = /X F(@)du(z).
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4 Integral Satz von Green

Theorem 3.4.1 Ist f stetig, so existiert das uneigentliche Integral fX fdu genau dann, wenn die
Werte fK | fldw fiir alle Kompakte K nach oben beschrinkt sind.

Bemerkung: Wie iiblich schreiben wir auch [, fdu = co oder = —oco, wenn [, fdyu den unei-
gentlichen Grenzwert +co hat.

Fakt: Gilt {iberall f > 0 oder iiberall f < 0, so existiert | « fdp exists oder es ist gleich
+o00.Ausserdem gelten dann alle bisherigen Regeln, insbesondere der Satz von Fubini und die

Substitutionsregel, auch fiir das uneigentliche Integral.

Beispiel: Aus dem Satz Fubini folgt

o 0o o) 2
/ e Y’ dedy = / / e~ Y dydr = </ e da:) .
R2 —o0 J —00 —oo

Wenn wir dagegen zuerst mit Polarkoordinaten substituieren, folgt

2.2 2 00_2 00_2 _ 2
/ e TV dedy = / / e " rdrdp = / e " 2rrdr = —mwe™"
R2 o Jo 0

/ e dr = /7.

— 00

Somit

4 Integral Satz von Green

4.1 Formulierung und Interpretation

Der Satz von Green iibersetzt das zweidimensionale skalare Integral iiber einen Bereich €2 in ein
eindimensionales Kurvenintegral entlang des Randes Q2 =

Definition: Eine Kurve mit Parametriesierung v: [a, b] — R? heisst eine Jordan Kurve wenn sie
geschlossen, i.e. v(a) = 7(b), stiickweise C!, und injektiv auf einem Intervall (a, b) ist.

Definition: Ein Gebiet R heisst einfach zusammenhdngend , falls es zusammenhéngend ist und
man jede einfach geschlossene Kurve in R auf einen Punkt zusammenziehen kann.

Theorem 4.1.1 (Green’s theorem) Sei v(x,y) = (P(x,y), Q(z,y)) ein C1-Vektorfeld auf einem
offenen, einfach-zusammenhingenden Gebiet Q C R2. Sei v eine positiv orientierte Jordan Kurve
( d.h im Gegenuhrzeigersinn) und sei R das von v begrenzte Gebiet vereinigt mit . Dann gilt

Lj (?).Cj — 885) dxdy = %{Pdm + Qdy

efinition: Sei v(z,y) = z,y),Q(x,y)) ein Vektorteld. Das erfeld rotv := =% — = heisst
Definiti Sei P Q in Vektorfeld. Das Skalerfeld %‘j %gh'
curl oder die Rotation von v oder Zirkulationrate von f.

Interpretation: Wenn v das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeitsteilchen darstellt, misst das
Kurven Integral die Zirkulation der Fliissigkeiten entlang der Kurve . Nach dem Satz von Green
kann man folglich rotv als lokale Zirkulationsrate von v interpretieren, deren Integral iiber R
die Gesamtzirkulation ergibt. d.h. Die Summe iiber R von der lokalen Rotation ist gleich der
Zirkulation von v entlang ~y.
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4.2  Berechnung der Flicheninhalt mittels Satz von Green

Wegen dieser Beudeutung heisst der Satz in Theorem . Zirkulation-curl Version oder
Tangential Version der Satzes von Green.

Beispiel: Sei v(z,y) = (y+ 3z, y — 2x) ein Vektorfeld und v die geschlossene Kurve, die am Rand
der Ellipse E : 422 + y? = 4 im Gegenuhrzeigersinn lduft. Dann gilt

f(y +3z)dr + (y — 2z)dy = jf(rotv)du = fj(—2 — 1)dzdy = 3Area(E) = —67
v E E

4.2 Berechnung der Flicheninhalt mittels Satz von Green

Theorem 4.2.1 Sei (), der Bereich, der von der Kurve «y eingeschlossen ist. Fir jedes der Vek-
torfelder v(x,y) = (0,2) oder (—y,0) oder (—y/2,2/2), gilt rot v=1 und somit

1
Area(Q)) = ffda:dy = %mdyz?[—ydxz ifxdy—ydx
o v 2! v

Beispiel: Sei y(t) = (t2,t3/3 - 1), —/3 <t < V3. Der Fliicheninhalt des von + eingeschlossenen

Gebiets ist gleich
V3
8v/3
]{fcdy :/ 2 - = 22
¥ -3 5

4.3 Fluss-Divergenz Version des Satzes von Green -Gauss’ Satz in R?

Defintion: Sei v(z,y) = (P(,,y), Q(z,y) ein Vektorfeld. Das Skalarfeld div(v) := £ + % heisst
Divergenz or Flussrate von v.

Theorem ist dquivalent zu der folgende Version des Satzes von Green. Dieser Version heisst
auch Divergenze Satz oder Satz von Gauss in R2.

Theorem 4.3.1 (Normal form of Green’s theorem)Seien v(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)), @ C R?, v
und R wie in Theorem [{.1.1. Dann gilt

Lj (gf + 882/2) dxdy = Lj div(v)dxdy = %Yde — Qdx

Interpretation: Sei v = (P, Q) Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeitsteilchen. Sei « eine einfache
geschlossene Kurve und sei R der Bereich, der die Kurve v begrenzt. Wir fragen uns, wieviel
Fliissigkeit in diesen Bereich raus (oder rein) geht. Sei n der Normalvektor an der Kurve und v-n
die Komponente von v in der Richtung n. Das Kurvenintegral von v-n entlang der Kurve ~ heisst
Fluss des Vektorfelds v entlang v und ist gleich f,y Pdy — Qdx. Nach dem Satz von Green kann
man folglich divv als lokale Flussrate von v interpretieren, deren Integral iiber R den Gesamtfluss
ergibt. d.h. Die Summe iiber R von der lokalen Fluss (Divergenze) ist gleich der Fluss von v entlang

Y.
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