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Aufgabe 1.

(a) 1. Bedeutet : ,Fiir alle z € N existiert y € N so dass y > z“. Wahr, da y =z 4+ 1 € N fir alle
zeENundy=x+1>zx.

2. Bedeutet R # Q. Wahr (Beispiel : v/2 ¢ Q).

3. Bedeutet :  Fir alle a,b,c € Z gilt : falls ¢ ein Teiler von ab ist, ¢ ein Teiler von a oder ein
Teiler von b“ Falsch, (aber mit ¢ Primzahl, ist das ein Lemma von Euklid). (Beispiel ¢ = 4,
a=>b=2).

(b) 1. Vn € Z, n? # 24.
2. G =FCB oder Vz € F,G(z) = FCB.
3. Sei & die Menge der Primzahlen. Vn e N, dp € & : p > n.

Aufgabe II.

(a) Sei

Wir betrachten drei Falle.
Fall 1: x = 1. Die linke Seite ist nicht definiert.
Fall 2: z < 1. Wenn 1 — = > 0, ist die Ungleichung

1 x
]_ —
1—=x 2
dquivalent zu
1
1<(1—@(1—§):1+§@9—3@¢$ﬂx—3)>0@%x>3Vx<O) (1)

Die Ungleichung (1) gilt, wenn beide Faktoren das selbe Vorzeichen haben. Das ist der Fall fiir alle
x> 3 oder x < 0. In in diesem Fall ist aber z < 1. Also

An] — 00, 1[=] — 00, 0. 2)

Fall 3: z > 1. Wenn 1 — z < 0, verdndert sich die Ungleichungszeichen und

— <1—g<:>1>(1—x)(1—g)<:>(0<x<3).
Daher

AN, o[ =]1,3[. 3)
Aus (2) und (3), folgt

A =] —o00,0[U]L,3].
(b) Sei z € C. Sei
B=Cn{z:|z—=1|+|z+1] =8}.
Die Gleichung
|z =1+ ]|z +1 =8 (4)
gilt genau dann, wenn

lz =12+ 2|22 = 1| + |2 + 1|> = 64 (5)
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Abbildung 1: Grafische Darstellung von B.
aber

|z = 1> = 2] =2Re (2) + 1, |z +1]* =|2]> +2Re(2) +1
und (4) ist Aquivalent zu
2|22 — 1] = 62 — 2|2|°.
Dass heisst
|22 — 1] = 31 — |2|?,
oder
|z|* —2Re (2%) +1 =2 —1]> =2-31%2 —2- 31|22 + |2|%.
Also ist (4) dquivalent zu
2 (31]z]> = Re(2?)) = 31° — 1. (6)
Sei z,y € R so dass z = = + iy, dann
Re (%) = Re ((2® — ¢?) + 2iay) = 2° —
und aus (6), gilt (4) genau dann, wenn
6022 + 649> = 312 — 1 =30- 32
oder

1 2 1 2
S =1
167 T 157 (7)

Also ist B die Ellipse mit Kartesische Koordinaten (7) (die Hauptachse ist 4, und die Nebenachse

V15 =3.87...):

1 1
_ w2 ) 2 2 _
B=R ﬂ{(w,y).wx —|—15y 1}.

E=R*n{(x,y,2) :2 >0,y >0,2>0,2+y+z=1} ist die Dreieck (ABC) von der regelmiflige
Tetraeder der Seite 1.
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A=(0,0,1)
(0,0,0) C=(0,1,0)
B=(1,0,0)

Abbildung 2: Grafische Darstellung von E.

Aufgabe II1.

(a)

Fur alle n > 1 definieren

fln) =Yk

k=1
Die Behauptung ist klar erfillt fiir n = 1

14+ DE+1
iy =1=

und der Induktionsschritt lautet
(n+1)(2n+1)

6
- w (n(2n+ 1) +6(n + 1))
_(m+Dn '22)(2” +3) (beniitzen wir 2n% 4+ 7n + 6 = (2n + 3)(n + 2)).

fn+1)=f)+n+1)>=" +(n+1)?

Fiir alle n > 1, sei

Die Behauptung ist trivial, weil

und der Induktionsschritt lautet

5 _ n*(n+1)? (n+1)*(n+2)

fln+1) = f(n)+(n+1)

Fiir alle n € N, sei

fn)=> kK.
k=1

Also

0
f(O):Zk.k;!zozl!—l (Konvention Z...:())
k=1 1%

und der Induktionnsschritt lautet

fn+ ) =fn)+n+) - n+D=n+D-1+n+1)-(n+D=((n+1)+1)- (n+ 1) -1
=(n+2)!-1.
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Aufgabe 1V.

Aus P(1) folgt nicht P(2), sondern nur, dass jedes Pferd die gleiche Farbe wie es selbst hat. Fur k > 2
ist der Induktionsschritt von P(k) nach P(k + 1) allerdings korrekt.

Aufgabe V.

Wenn wir die Implikation
,Karte hat schraffierte Riickseite = Karte ist ein Ass® (8)

iiberpriifern wollen, miissen wir zunachst alle Karten mit schraffierter Riickseite iiberpriifen. Also miissen
wir sicher die zweite Karte von links umdrehen. Nun miissen wir natiirlich noch priifen, ob keine andere
Karte auch eine schraffierte Riickseite hat. Denn die dquivalente Aussage von (8) ist

,Karte ist kein Ass = Karte hat nicht schraffierte Riickseite®. (9)

Da es keine Rolle spielt, welche Riickseiten die Karten Eins und Drei haben, miissen wir diese nicht
umdrehen. Jedoch miissen wir verifizieren, dass die letzte Karte, welche kein Ass ist, nicht eine schraffierte
Riickseite hat. Also drehen wir sie um. Da es fiir unsere Aussage keine Rolle spielt, welche Vorderseite
die Karte mit der gepunkteten Riickseite hat, miissen wir sie nicht umdrehen. Also haben wir zwei der
Karten umgedreht.

Aufgabe VI.

(a) Wir definieren iiber R die Addition +, seine Inverse — und O fiir alle A, B € R als
A+B=Qn{p:Jac A, FIbEeB:p=a+b}
—A=QnN{p:TFe>0Vace A: (p+a) <—c}
A—B=A+(-B)
Or=QnNn{p:p<0}.
Dass A+ B # @, A+ B # Q Kklar ist. Sollte A 4+ B ein grosstes Element m € Q haben, so wiirde
(a,b) € A x B mit
m=a+b
existieren, aber A hat kein grosstes Element. Folglich existiert a’ € A mit a’ > a,

m=a+b<a +bcA+B

und m kann ein grosstes Element nicht sein. Folgt ¢ € Q mit p > ¢ und ist p € A + B, existiert
(a,b) € A x B so dass p=a+b also

d=q—-b<a
und danke die Dedekinscher Schnitt Axiom, ¢ € A und ¢ = ¢ +b € A + B. Die Addition ist
assoziativ, weil die Addition tiber Q diese Eigenschaft besitzt.

Firalle Ac R, A+0r =QnNn{a+b:a€ Ab< 0} CAweila+b<ac Afiralleb<0.

Sei a € A. A hat kein grosstes Element und somit existiert ' € A mit a’ > a. Alsoa = a’+(a—a') €
A+ Og und A C A+ Og. Folglich gilt A = A + Og.

Wir kénnen auch {iberpriifen, dass A + (—A) = Og. A+ (—A) C Og ist klar. Sei p € Q mit p < 0.
A ist von oben beschrinkt, also existiert ag € A so dass ag — p/2 > a fiir alle a € A. Somit fiir alle
a€ A,

p—a0+a<§<0

also p — ag € —A und folglich

p=(p—ap)+a€(—A)+ A.
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Das sagen wir A > 0 genau dann, wenn Og C A und A > 0 fall A > 0 und A # Og. Fiur A > 0, und
B > 0, definieren wir

A-B=Qn{p: (Fac A AN (a>0),(FbeB)Ab>0):p=ab}UQN{p:p<0}.
Fir A > 0, B <0, definieren wir
AB=—(4-(-B))
und fir A <0, B <0,
A-B=(-A)-(—B).
Die Multiplikation ist kommutativ und assoziativ (die Beweis ist dhnlich). Fir A > 0,
A1 =Qn{p:Fc(0,1),Yac An{p:p>0},a-p<1—¢}
ist die Inverse, und fiir A < 0,
A7l = —(—A)!
Endlich, fiir alle B # 0, definiert
A/B=A-(B™).

Sei A € R mit A > 0. Dann A- A~! C 1 ist klar. Sei p € Q mit p < 1.

Falls p <0, firallea € AN{qg:¢>0},a-p<0<1—c¢(e€(0,1) beliebig) also Og C A~!. Sei
a€ AN{q:q>0}. Dann p-a~! € A~! und folglich

p=(p-a)ac (A7) A

Falls0 < p < 1,esgibt 1/,/p > 1 und A ist von oben beschrénkt, also existiert ag € AN{q: ¢ > 0} =
A, so dass

a<% VaceA, = (p-agl)-a<p=1-¢ YacA, (e=1-pe(01)).

Somit p-ag ' € A~ und folglich

p=(p-ag')-ape (A1) A
Dass ist klar, weil C ein Ordnung ist.
A<A ,daACA.

Sollte A< Bund B< A, AC Bund B C A also A= B.
Sollte A< Bund B<C, AC Bund B C C also A C C, dass heisst A < C.

Die Element
M=JUueRr

ein Supremum ist.
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