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(a) Es gilt fir alle |z| < 1

(b) Es gilt fiir alle |z| < 1
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(c) Sei g(z) = f(x + 2). Denn gilt fiir alle x € R
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Folglich gilt

(d) Es gilt fiir alle |z| < 1
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II.

(a) Es gilt exp’ = exp > 0 und exp ist streng monoton steigend und es folgt sofort, dass exp eine streng
konvexe Funktion ist (und nicht konkav).

(b) Variante 1. Die Funktion exp ist streng konvex und log = exp~!. Es folgt sofort, dass log eine
streng konkave Funktion ist.

Variante 2. Es gilt fiir alle z > 0
1
log'(z) = —
og () = —

1

und die Funktion (0,00) — (0,00),2 + — ist streng monoton fallend. Es folgt sofort, dass log
x

streng konkav ist.
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(b) Es gilt

2
1 3
f(x) =122 =120 +12=6(z* —2+ 1) =6 ((a:—) +> > 0.
Folglich ist f streng konvex.
(d) Falls, p > 0 ist die Funktion f differenzierbar tiber R und gilt fiir alle 2 # 0

F@ =1 o falls = < 0

{ prP~! falls 2 > 0
Die stetig Funktion
R — R,z + psgn(z)|z[P~!

ist streng monoton steigend also f : R — R,z — |z|P streng konvex ist. Falls p = 1 gilt fiir alle
A€0,1] und z,y € R so dass zy > 0

fQz+ (1= Ny) =Af(z) + (1= A)f(y)

Seien A € [0,1] und z,y € R so dass < 0 und y > 0. Falls Az + (1 — Ay < 0 gilt

fQz+ 1 =Ny) ==z + (1 =Ny) =Af(x) = (1= N)fy) <Af(@)+ Q=N f(y)
und falls Az + (1 — A)y > 0 gilt

fAz+ 1 =Ny) =z + (1 =Ny =-Af(2) + (1= A)f(y) <Af(x) + (1= [f(y)
Es folgt sofort, dass f konvex ist aber nicht konkav fiir p = 1. Falls p < 1 gilt fiir alle z € R\ {0}

f"(x) = plp = 1)[aP~* < 0

aber f ist nicht konkav, da fir alle x # 0 gilt

4+ (—z)

2

1
0= <3 (2" +|=2f) = |z,

ITI. (=) Sei I eine offen Intervall und f : I — R eine konvexe Funktion. Dann ist f stetig wegen
die Gleichung

f(x) = f(z1) < f(x2) — f(21) < f(z2) — f(z)

xr — X To — T To — T

fur alle x,x1,22 € I so dass z1 < x < 3.

(«<=) Seien z,y € R. Dann gilt

3 Y z 1 (x4+y 1 1 r+y
15 3) =1 (542 () s ()

< 3@+ 3 (570 +570)
3

2
1
SF@) + W),

Zeigen wir mit vollstdndige Induktion dass fiir alle n € N gilt fiir alle 0 < k < 2™ die Ungleichung

k n—k k k
f<2n$+22ny) §2,1f(33)+(1—2n) f(y).

Induktionsschnitt. Sei 0 < k < 27!, Wenn 0 < k < 2" gilt
YLy 3 WY CY S (e 3 W LER WY E Y B Lt AW
on 1’ T Tgnit V)T g\ T T Y ) Tt ) T g\t T T V) T Y
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1 k 2" — k 1
< if (27133‘*‘ on y) + if(y)
1/ k 2" — k 1
<5 (@ + 251 w) + 310)

an+1f(x) + (1 - 2nk+1> fy)

und die Losung ist symmetrisch wenn k& > 2".

Sei A € (0,1). Dann existiert {A;},cy C Q so dass fiir alle j € N, existiert kj,n; € N so dass
1<k; <2 —1 und

k.
>\j = TTfj’ mit Aj j—>—o>o A

Da f stetig ist gilt folglich

fOz+(1=Ny) = lim £z +(1-2A)y) < limsup (Ajf(x) + (1 - Aj)f(y)) = AM(@) + (1 =) (y)-

j—o0

IV. Falls p =1 oder p = oo ist die Losung trivial. Es gilt wegen Holder Ungleichung

n n n n
lz+wlb =Y "lz +wilP = silz +wil <D silzl+ > silwsl < llsllgllzllp + lIsllgllwll,
=1 J=1 J=1 J=1

= llz +wlz (ll2llp + llwllp) (1)

da (p—1)g=p.
Wir kénnen Aussagen dass ||z +w||, # 0, da 0 < ||z||, + ||w||p. Dann gilt die Behauptung wegen (1).
V.

(a) Wir zeigen, dass f beliebig oft differenzierbar ist. Daraus folgt dann sofort, dass g ebenfalls beliebig
oft differenzierbar ist.

Man sieht leicht, dass f auf R\{0} beliebig oft differenzierbar ist und wir behaupten, dass die n-te
Ableitung von f die folgende Gestalt hat:

f(n)(x) _ {Rn(x)eia x>0

0 <0’

wobei Ry (z) = £ ”gg eine rationale Funktion ist mit Polynomen p,(z) und ¢, (z). Da f fiir z < 0

konstant verschwindet, folgt sofort, dass f(™(z) = 0 fir z < 0 gilt. Fiir z > 0 zeigen wir die
Behauptung mittels Induktion. Zunéchst gilt fir n =1

1 1
()= —e" =
f (.’L‘) - 9326
und somit gilt die Behauptung mit R;(z) = 2. Im Induktionsschritt berechnen wir

/ 1

_1 1 _1
F00) = (Raole ) = (Rio) + g hale)) b
und die Behauptung folgt mit

P (2)qn(2) — pu(®)q (2) | pn(x)
Gn (1')2 x2q71(93) )

1
Ry = R’/ﬂ(x) + ﬁRn(x) =

Wir folgern nun, dass f(") eine stetige Fortsetzung auf R besitzt, da fiir geniigend grosses m € N
gilt

im f™(z) = 1i - = my (p=me=3 ) =
ll}ﬁ)lf (x) lzlﬁ)lR((E)e lzli%(Rn(x)m )(w e ) 0.
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In dem letzten Grenzwert haben wir verwendet, dass R, (z)a™ fiir x — 0 gegen 0 konvergiert, falls
m grosser als der Grad von g, () ist, sowie den bekannten Grenzwert

. o1 . —
limz ez = lim z™e " = 0.
z]0 T—00

Nach dem Differenzierbarkeitssatz (siehe Konigsberger 9.9, Seite 165), ist f dann an der Stelle
x = 0 differenzierbar und fiir die Ableitungen gilt £ (0) = lim,_,o ™ (x) = 0. (Genau genommen
sagt der Differenzierbarkeitssatz nur etwas iiber die erste Ableitung aus. Mit f)(z) = f*=D(z)’
konnen wir ihn aber induktiv anwenden und erhalten die benotigte Aussage fiir die n-te Ableitung.)

1. Wir haben bereits gesehen, dass f/(z) = m%e*% fir > 0 und f'(z) = 0 fir x < 0 gilt. Somit ist
f monoton wachsend und, da ¢'(z) = f/(1 — z) gilt, ist g ebenfalls monoton wachsend. Die zweite
Behauptung, sign(g(x)) = sign(x), ergibt sich aus

g(z) >0 < f)>f(l-2) < x>0

g(z) <0 < f(H)<f(l—-2z) < x<0.

Schliesslich beobachten fiir z > 1, dass f(1 — ) = 0 gilt und somit g(z) = f(1) — f(1 — z) = f(1)
erfiillt ist.

2. Mit der Kettenregel folgt 5'(z) = e f'(g(x))¢'(x). Da f und g nach Teil (b) monoton wachsend
sind, gilt f'(g(z)) > 0 und ¢'(x) > 0. Also gilt auch 5'(x) > 0 und somit ist 8 monoton wachsend.

In Teil (b) haben wir gesehen, dass sign(g(z)) = sign(x) gilt. Insbesondere folgt aus x < 0 also
g(x) < 0 und somit ist B(x) = e®f(g(z)) = 0 erfullt. Falls z > 1 gilt, haben wir in Teil (b) gesehen,
dass g(z) = f(1) gilt und somit

B(@) = (1) = e f(e™}) = ee® = 1.

3. Wir definieren glatte Funktionen p1, ps : R — [0, 1] durch

pi(z) =p <9c_(a_5)) p2(z) = (ZM) :

3 9

Aus Teil (b) folgt, dass p; monoton wachsend ist mit p;(x) =0 fiir © < (a — &) und py(z) =1 fiir
x > a, und, dass ps monoton fallend ist mit pa(z) = 1 fir < b und pa(z) = 0 fir = > (b + €).
Dann erfiillt

PRS0, p@) = m@)e(a)
die geforderten Eigenschaften: p(x) = 1 fiir # € [a,b], p(z) = 0 fir ¢ [a —e,b — €] und p ist
monoton wachsend bzw. fallend auf den Intervallen [a — ¢, a] und [b, b+ €.

VI.

(a) Seien 2 die Menge der Zerlegungen von [a,b] und 0 = (a = z¢ < 21 < -+ < x,, = b) € Q. Fiir alle
0 <j <n-—1, definiere I; = [z;,2,41], und 0 < C < oo so dass

l9(z) — g(y)| < Clz —y| fiir alle z,y € [a,b]. (2)

Fiir alle beschrankte Funktion h : [a,b] — R definiere

—

n—1 n—

Si(ho) =Y (S}lp h) (@41 —5), S-(ho) = (i?fh) (1 — )
i=0 J =0 ’
und
0(o) = mmax (j1— ;)

Dann £/ ist Riemann integrierbar wenn

lingll St (hyo) —S_(h,o) =0. (3)
5((Z7§—>0
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Wegen (2) gilt fiir alle 0 < j <n —1 und z,y € I; die Ungleichung

gof(x)—go fly) <lg(f(x)) —g(fW)| < Clf(x) = fy)| < C (S}lpf - ipff)

Seien (x,,), (yn} C [a,b] so dass

go f(xzn) — supgo f, go f(y,) — infgo f.
n—o0 Ij n—oo Ij

Dann gilt wegen

J

Folgich gilt

n—1
Si(go f,0) =S (go f,0) =) (S}lpgo f—infgo f) (Tj+1 — xj)

supgo f —infgo f = lim (gOf(wn) —gOf(yn)) <C (Supf—i?_ff>
I j n—oo I; b

=0 J
n—1
< (s?pf — inf f) (2541~ 2i) = C(84(f,0) = S-(,0))
j=0 \ 1 !
und
limsup S (g f,0) — S_(go f,0) = limsup S (go f.0) — S_(g 0 f,0)
55550 55550
<C hmsup ‘S+(fu U) - S*(f? 0)| =0.
55530
Die Funktion f ist beschrankt und fir alle —co < m < M < oo sind die Funktionen g : [m, M] —

R,z — 2% und R — R, x ~ |z| Lipschitz also |f| und f? Riemann integrierbar sind.

Falls g|((a,5)) = 0 ist die Losung trivial. Sei € > 0, und J > 0 so dass

| ™

8119l ¢t lloo <

und fir alle z,y € f([a,b]),

lz—yl<d = lg(z) —g(y)| < )’

Die Funktion f ist Riemann integrierbar also existiert o = (a = 2o < 1 < - -

S (f,0)—S_(f,o) < s
Fiir alle j € {0,--- ,n — 1} definiere
M; ZSIIljpf, m; :igff
und
J=A{0,--- ,n—=1}yn{j: M; —m; >6}.

Dann gilt wegen (6)

(4)

()
Zn =b) € 2 so dass

(6)

0y (wje1 —5) < > (My — my) (i1 — a;) < Si(f,0) = S-(f,0) < 6

jeJ JjeJ
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also
> (@i —xy) <6 (7)
jes

Damit folgt wegen (5)

5
2(b—a) ®)

fiir alle j ¢ J, Supgof—i?fgofg
I J

J

Folglich gilt wegen (4), (7) und (8)

supgo f— i?_fgof> (@541 —25) + Y (suPQOf —infgo f) (i1 — xj)
_ ; _ ;

g jeJ L

S+(gof,a)—5(gof,a>=z<

igJ

€
< ; m(%‘ﬂ — ;) + Z 1917 (ta.on) lloo (@41 = 25)
JéE-

JjeJ
n—1
[
<30-a _Z:@cjﬂ — ;) + 8llglyta. [l oo
p=
3 9
<= . (b- Z =c.
S3p_g bWtz =e
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