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I. Seien —0co < a < b < oo und f : [a,b] — R eine monton steigend Funktion, 0 = (a = 29 < 1 <
- < xp = b) ein Zerlegungen von [a, b], und I; = [z, x;41] fiir alle 0 < j <n — 1. Damit folgt

0<Si(f,0) =S (f,0) =) (Sljlpf - i}lff) (@41 —a5) = > (fleg) = fla) (w1 — 25)
j=0 \ 1 ! j=0
n—1

<6(0) ) (f(xj41) = f(x5)) = (£(b) = f(a))é(a)

—
° 8(o)—0
Jj=0

und f ist Riemann intergrierbar. Wenn f monoton fallend ist benutzen wir — f.

II. Wenn b > a? gilt

d d—
/Wdac—;10g|x2+2ax+b|+ba§arctan< ria )+C
—a

22+ 2ax +b Vb —a?
d—
— flog (o + 200 +1) + § g aretan () 4

Wenn b = a?, wir haben

cr+d cx+d c d— ac (ac —d)
= = 1 .
/x2+2ax+b /(x—l—a)2 /<m+a+(x+a)2> clog |z +af + T+a +c

Folglich, wenn b < a? und

rn=—-a—va?—->b, ro=-a++va®-0>

Sei A1, A2 € R so dass

cr+d B cr+d RS n Ao
r24+2ax+b  (z+r)(z+ry) THr THTe
Denn gilt
A+ =c
Ao + Aoy = d.
Da

11\ 1 . |
Te T Cor—rg \—T2 1
B0 0- ()
- - _\ _ - —cro+d
A2 rp—re \—r2 1 d e

cx+d
| a = Mok il ol a4

gilt folglich

und

III1.

(a) Die Partialbruchzerlegung lautet
t+2 t/2+41 ¢/241 1 1 t/2+1

t2(t242) 2 212 2 2 212’

Wir verwenden Aufgabe II. um den letzten Term zu integrieren und erhalten

t+2 t/2+1
[EEE ﬁ+/*ﬁ [ty

, 1 t
log()—;—flog(t —|—2)—\/§arctan<\/§) +C
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(b) Wir beobachten zuniichst, dass ¢t = 1 eine Nullstelle von #3 + 2 — ¢t — 1 ist. Mit Polynomdivision
kénnen wir den Nenner faktorisieren und erhalten

B+t —t—1=@-1)E+2t+1)=(t—-1)(t+1)

Hieraus konnen wir die Gestalt der Partialbruchzerlegung ablesen und erhalten als Ergebnis

s () - () ) )

Fiir das Intergral ergibt sich damit

t 1 1 1 1 1 1
——dt=- | —dt— - | —dt+ = | ——= dt
/t3+t2—t—1 4 ) t—1 4/t+1 +2/(t+1)2

1 1 1
— “loglt— 1]~ ~loglt+1 — ———— +C.
1 og | | 1 og |t + 1] 2<1+t)+C

(c) Wir kénnen den Integranden vereinfachen, indem wir im Zéhler eine Polynomdivision durch (¢2+1)?
sowie durch (¢2 + 1) durchfiihren. Damit meinen wir nichts anderes als die elementare Rechnung
1=+ 1) =2t =+ 1) —2(t* + 1) + 2
aus welcher wir sofort die Identitét
t 2 2
(t2+1)2 241 (2+1)2
folgern. Den letzten Term koénnen wir nicht direkt integrieren, aber er hat die gleiche Gestalt wie

f2(x) in Aufgabe 3. Wir konnen also dhnlich wie in der Losung von Aufgabe 3 (b) verfahren und
mit partieller Intergration die Potenz im Nenner verringern. Das fiihrt zu der Rechnung

/ 2 —/ 2 g
t2+1)2 ) 2+1 (t2 +1)2

1 1
— 2arctan(t) + t - - dt
aretan(f) + £+ G /t2+1

= tan(?
arcan()+t2+l

/@zflydt:/dt—Z/tz}Hdt—%/(t?flm

t
=t — arctan(t) + 211 +C.

Alternativ kénnte man das Integral auch mit einer komplexen Partialbruchzerlegung berechnen
(vgl. Konigsberger 11.6).

Wir erhalten somit

(d) Die Nullstellen t° — 1 sind gegeben durch die 6. Einheitswurzeln ¢; = exp (%1) Indem wir die
Linearfaktoren komplex konjugierter Nullstellen zusammenfassen, erhalten wir die Faktorisierung

=) =@t-1D)t+ D)2 —t+ 1)+t +1).

Aus dieser Faktorisierung kénnen wir die dazugehorige PBZ ausrechnen und erhalten

1 1/ 1 1 N t—1 t+1
-1 6\t—1 ¢t+1 £2—t+1 2+¢t+1)°

Mit (??) konnen wir die letzten zwei Terme integrieren und erhalten

1 1 1 1 1 1 t—1 1 t+1
————dt=— | ——dt—— | —dt+ - | ——dt— = | ————dt
/t6—1 6) t—1 6/t+1 +6/t2—t+1 6/t2+t+1

1 1
:610g|t—1|—610g|t+1|

e

—_

+ L log 2 — 1] = — arct <2x
— 10 — — ——= arctan
12 % 2v3
(23:
arctan

e

1
— —loglt? +t+1|—
B og [t* +t+ 1]

1
2V3

&
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(e) Wir beobachten zunichst, dass t = —1 eine Nullstelle von ¢3+1 ist. Mit Polynomdivision bekommen

wir die Faktorisierung
1=+ —t+1)

und damit kénnen wir die Partialbruchzerlegung berechnen und erhalten
11 1 n —t+2
B3+1 3\t+1 2—t+1)°
Mit Aufgabe II. konnen wir den letzten Bruch integrieren und erhalten
1 1 1 1 —t42
——dt==- [ —dt+ - | m———dt
/t3+1 3/t+1 +3/t2—t+1

1 1 2t —1
Zloglt? —t+1 +arctan<>—|—C
g logl | 7 7

1
=§log|t+1|—

(f) Wir erhalten zunéichst mit partieller Integration

1 1 t
/t3 arctan(t) dt = Zt4 arctan(t) — 1 / 241 dt.

Den letzten Bruch vereinfachen wir mittel Polynomdivision zu

und erhalten somit
/t3 arctan(t) dt = 1754 arctan(t) — 1 /t2 -1+ L dt
4 4 +
1, 1, 1
= Zt arctan(t) — —t¢° + —t — — arctan(t) + C
IV.

(a) Wir erhalten mit zweifacher partieller Integration
/sinz(t)e_t dt = —sin®(t)e™" + /2cos(t) sin(t)e " dt
= —sin®(t)e™" — 2cos(t) sin(t)e ™" + / (—2sin®(t) + 2cos?(t)) e " dt

Wenn wir auf beiden Seiten 4 [ sin?(t)e~* dt addieren und die trigonometrische Identitéit sin?(¢) +
cos?(t) = 1 benutzen, folgt

5/sin2(t)e_t dt = —sin?(t)e™" — 2 cos(t)sin(t)e™" + /26_t dt
= —sin?(t)e" — 2cos(t) sin(t)e”t — 27

und somit

/Sin2(t)e*’5 dt = f% (sin®(¢) + 2 cos(t)sin(t) +2) e " + C

(b) Das Integral ist vom Typ (11) im Koénigsberger 11.6.11. Wir benutzen entsprechend die Substitution

U = tan(%) um das Integral auf das Integral einer rationalen Funktion zuriickzufiihren. Mit den

Beziehungen

2
14+ u?

1 —u? d

cos(t) = dt = @ du = <d2 arctan(t)) du = du

T 14w’ du du

liefert dann die Substitutionsregel

1 1 2 in(t
/7&:/ 5 du:/ldu:u:tan(t/Q):ﬂ
1+ cos(t) 1+ 1152 1+ u2 1 + cos(t)

Der letzte Schritt ist ein bekannte trigonometrische Identitdt und eher eine Geschmacksfrage als
eine wirkliche Vereinfachung.
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Wir erhalten mit zweifacher partieller Integration

/sinh(t) cos(t) dt = cosh(t) cos(t) + / cosh(t) sin(t) dt
= cosh(t) cos(t) + sinh(¢) sin(t) — /sinh(t) cos(t) dt

Das gesuchte Integral taucht auf beiden Seiten der Gleichung auf und wir kénnen danach auflésen.
Damit erhalten wir

/sinh(t) cos(t) dt = % (cosh(t) cos(t) + sinh(¢) sin(t)) + C.

Das Integral ist vom Typ (9) im Ko6nigsberger 11.6.ii. Entsprechend benutzen wir die Substitution
t = sinh(u). Damit gilt dann

Vt? + 1 = cosh(u), dt = cosh(u)du

und mit der Substitutionsregel folgt

3 sinh(u
h(u)du = [ sinh®(u) du.
/\/ﬁ cosh(u) cosh(u) du sinh”(u) du

Mit den Definitionen sinh(u) = §(e* — e™*) sowie cosh(u) = (e + e~*) kénnen wir das rechte
Integral leicht ausrechnen:

u_ —u\ 3
/sinh?’(u) du = / (626) du
/63“ —3e* —3e "+ e 3 du

_1
-8
1/1 1
— g (3e3u P 36—3u)
:ﬂ(e +e™) —5(6 +e™)
1
=3 cosh®(u) — cosh(u)

Mit der Beziehung cosh(u) = v/t? + 1 kénnen wir das Ergebnis wieder in ¢ ausdriicken und erhalten

3 1
2 2

F+1)* - +1)*+C

/ ¢ 1
V2 + 1 "3
Beachte, dass der Integrand nur fiir ¢ € (0, 1) wohldefiniert ist. Es macht also Sinn die Substitution
u? =t zu betrachten. Dann gilt dt = 2u du und mit der Substitutionsregel folgt

V1—t V1 —u? V1 —u?
dt= | ——— 2udu=2 | —du
Vi—t u — u? 1—u
Wir formen den Integranden weiter um zu
V1I—u? 1 1—u2_ I+u 1 n U
1—u Vi—u?2 1—-u Vi—uwZ2 V1I—uZ VI—uZ

Fiir verbleibenden Ausdriicke kénnen wir die Stammfunktionen direkt angeben. (Beim zweiten
Audriick kénnte man alternativ auch dhnlich wie in Teil (d) weiter substituieren, wenn man die
Stammfunktion nicht direkt sieht.) Wir erhalten

fﬁdt_g/m | =
= 2arcsin (ﬁ) —2/1—-t+C

du+ 2

du = 2arcsin(u) — 2v/1 — u?
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(f) Wir fiihren zunéchst die Substitution e’ = u* durch. Mit dt = 2 du liefert die Substitutionsregel

dann ) L o 5
dt — —_— d = —_— d .
/1+et /1+u2u “ /u\/l—f—uQ B
Um das letzte Integral auszurechnen substituieren wir erneut s = % und mit du = ;—;ds folgt dann

2 2s 1 1
L du= [ = S ds=-2
/u\/l—i—u2 /\/l—i-s_2 52 /\/1—1-32

1

ds = —2arcsinh(s)

= e~ /2 erhalten wir somit

1
/ —— dt = arcsinh (e_
1+et

Aus der Beziehung s = u~

wole+

)+c.

V.

(a) Wir Formen f;(z) mittels quadratischer Ergédnzung um und erhalten

(@) 1 1 1 1
xTr) = = = . .
! 22+ 2ax+b (x4+a)?+b—a® b—a? eta )2
()
oo . . s Tr+a
Damit sieht man direkt (oder mit der Substitution y = ), dass

Fl(x)z/fl(x)dxz ﬁarctan( r+a )

eine Stammfunktion fiir fi(z) ist.
Um eine Stammfunktion fiir x f1(x) zu finden, schreiben wir

T 1 2x + 2a a

xfl(x):x2+2ax+b:i'x2+2a$+b_$2+2ax+b.

Dabei hat der erste Bruch die Gestallt h/(z)/h(z) mit h(x) = 2% + 2az + b. Mit der Substitution
y = h(x) folgt dann

Gi(x) = /xfl(x) dx = %log ’xQ + 2az + b| —aly(x)

= 110 |x2 + 2ax + b| ~ % arctan (m>
2 8 Vb — a? Vb—aZ)’
(b) Beachte zunéchste die Identitét
froa(@) = =(k = 1) fu(2)(22 + 2a) = (2 = 2k)2 fu(z) + a(2 — 2k) fi(z).

Da fr_1(x) offensichtlich eine Stammfunktion fiir f;_,(z) ist und eine Stammfunktion fiir den
Ausdruck auf der rechten Seite durch 2(1 — k)G (z) + 2a(1 — k) F.(z) gegeben ist, folgt

fk,1($> = (2 — 2k)Gk({L‘) + a(2 — 2]{7>Fk(1') + Cy

fiir eine Konstante C € R oder dquivalent

Ci L% Fro1(2) — aFy(2).

Gr(@) = 5o = 5=

Wenn wir G (z) durch Gi(z) — Cy /(2 — 2k) ersetzen ist die erste Rekursion erfiillt.

Die zweite Rekursionsformel bestimmen wir mit einem analogen Ansatz, wobei wir die Ableitung
von z fr—1(x) betrachten. In der Rechnung verwenden wir die Formel fir f;_,(z) von oben und
erhalten

(@fr-1(2)) = fe-1(2) + 2 fiy(2) = fr1(z) — 2(k — 1)(22 + 2a) fi(2)
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= fr-1(x) = (2k — 2)(2® + ax) fi(2)
= fr1(z) — (2k — 2)ax fr(x) — (2k — 2)2? fr(z)
= fe-1(x) = (2k = 2)az fir(x) — (2k = 2) fr—1(x) + (2k — 2)(2az + b) fi(2)
= (3= 2k) fr_1(x) + a(2k — 2)z fi(x) + b(2k — 2) fi(z)
Indem wir zu Stammfunktionen iibergehen, erhalten wir
zfe_1(z) = (3 —2k)Fr_i(x) + a(2k — 2)G(z) + b(2k — 2) Fy(z) + Cy

fiir eine Konstante Cy, € R. Mit der ersten Rekursionsformel folgt nun

rfp_1(x) = (3 = 2k)Fy_1(z) — afx_1(x) — a®(2k — 2)Fy(z) + b(2k — 2) Fj () + Cy,

oder dquivalent

C z4+a 2k — 3
Fel) = 5= 2)& s Sl Gy 1Y ey R Gt oy y e L )

Wenn wir Fj,(2) durch Fj,(z) — Cy/ ((2k — 2)(b— a?)) ersetzen erhalten wir die zweite Rekursions-
formel.

VI.
(a) Es gilt
" " Ly 1 ot 1w
Z 212 *272 n—o>o/ = [arctan(t)]o = —.
SR 1 (k) o Jo Tt 1
(b) Es gilt
n n k
k 1 L3 T 1
Zﬁzfz%n—go/ ﬁdxzflog@),
k:ln + k nkzll_’_(%) — 0o 1+=z 2
(c¢) Es gilt
T S m ~ [VITE) = V-1
;\/m n; 1+2kn—>oo/om [m]o
(d) Sei
<(2n)!>i
ap =
n"n!
Dann gilt

1 1 k !
1 n=— 1 k)—1 =— 1 1+ — log(1 dr =2log(2) — 1
oo = 13 (og(n-+) —og) = 1 >t (141 ) 2 [ ton(1 + )i = 210802

n—o0
k=1

also

N\~ 4
lim a, = lim ((2n)> = -

(e) Sei

3=

- k
an = 1+)
I
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Dann gilt

1 & k
loga, = =S log [1+2) — 2log(2) — 1
oga n; og( +n> 0g(2)

n—o0

also

1
(f) Es gilt fir alle 1 < k <mn, % < — also
n n

k=1
und
n ka n
dm 1L (14 5) =
k=1
VII.
(a) Es gilt
2 2
/ log(t)dt = [t log(t)]f - / dt = 2log(2) — 1.
1 1
(b) Es gilt

/01\/%:[\/1“2];:\/5—1.

(c) Es gilt fiir alle z € [0, Z}
4
cos(x) 4 sin(x) = V2 cos (% - :1:)
log(1 + tan(z)) = log(cos(x) + sin(x)) — log cos(x) = %log(Q) + log cos <% — x) — log cos(x)

und

also
/4 log(1 + tan(z))dz = T log(2) + /4 log cos (E - a:) dx — /4 log cos(z)dx = T log(2).
0 8 0 4 0 8
(d) Es gilt mit ¢ = sin(z)

1 2 3] 2
/ V1—t3dt = / cos?(z)dx = / Mdm =T
0 0 0 2 4

(e) Es gilt mit x = log(t)

e™ T T ) (1+i)m _ 1 T 1
/ sin(log(t))dt = / sin(z)e®dzr = Im / e+De gy — I (& - Sy
1 0 0 141 2
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(f) Es gilt

1 1 2 1
2t 2dt T
log (14 t2)dt =log(2) — | ——dt =log(2) — 2 = log(2)+ =~ — 2.
/0 og (1+1) o8(2) /0 1+¢2 08(2) +/0 1+t2 al )+2

(g) Es gilt

/100 (ioi(gzdt - {_lfi(tt)xo +/100 t(tcﬁ 0 [log (ti 1)}00 = log(2).

1
(h) Es gilt mit x =1+ ¢!

R M R ) M (P22 )

V2

(i) Es gilt mit x = cos(t)

/5 sin(t) log(sin(t))dz = /5 sin(t) log y/1 — cos?(t)dt = % / (log(1 — z) +log(1l + z)) dz = log(2) — 1.
0 0 0
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