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I.

(a) Sei g : [a,b] — R die stetige Funtion so dass fiir alle = € [a, b] gilt

b

b
o(z) = / f@p(@)dz — f(z) / p(z)dz.

a

Die Funktion f : [a,b] — R ist stetig also existiert zy, x5 € [a,b] so dass
f(z1) = inf f([a,0]),  f(22) = sup f([a,b]).
Da p > 0 gilt fiir alle = € [a, b]
f(z)p(z) < f(@)p(z) < f(z2)p(2).
Dann gilt

b b b
f(a) / p(x)dz < / f@p(@)ds < f(zs) / p(a)dz
oder

g(w2) <0 < g(w1).

Folgich existiert wegen der Zwischenwertsatz ein punkt £ € [a, b] so dass
b b
0=9(&) = [ S@pl)dz - 1) [ pa)d

(b) Es gilt wegen die Taylor formel fiir alle x € [a, ]

T r(n+1)

a
Existiert wegen (a) ein punkt £ € [a, b] so dass

G I a3

nl ) @ @)™

Rosa(e) = F0(0) |
Damit folgt die Behauptung.
II.

(a) Sei b= —log(a) = |log(a)| > 0. Dann gilt
5V 3 ) 5 T o
n>0 n>0 n>0

da

—by/x _ / —by _ |:_ by:| 7/ —by _
e der = 2ye” Ydy = e + e Ydy == <
/0 y=vz Jo Y Y by 0 b 0 Y b2

und (R, — R,z — e "Y® ist monoton fallend)

n+1 o)

—T 2
Ze_b\/ﬁzl—i—Ze_b "+1§1+Z e_bﬁdmzl—&-/ e_b‘/gdx:1+bf2<oo.
n>0 n>0 n>07 " 0

(b) Die Funktion f : [0,00) = R, 2+ 1 — cos(x) — z ist so dass f(0) =0, f(z) < 0 fur alle z > 0, also
die Folge {uy}, .y monoton steigend ist und u, > 0 fiir alle n € N. Dann ist die Folge {u,}
konvergent nach 0. Da fir alle xz € R gilt

neN
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(d)

wir haben fir alle n > 0 (triviale Induktion)

11 1 L n ul" up\ 2"
2 4 8 ] [ 2" 0 _ 0
Up < Up—1 < c T Up 9 < 5 ' i ' 16un—3 < < 22k> Uy = 92711 =2 ( 4 ) :

| —
N =
N

und (da up < m < 4)

() 2" Uup k 2 8 8
<2 ll=2 <) 2(7) < ;0 4 % 4w d-x 7

n>0 n>0 n>0 4

Die Funktion (0, 00) — R, 2 +— log?(z) ist monoton steigend also gilt fiir alle k > 2, und k < z <
kE+1

log? (k) < log?(x) < log?(k +1).

Dann gilt

k+1
log?(k) < /k log?(z)dx < log?(k + 1) (1)

und fir alle n > 2

n n n+1 n
ZlogQ(k) < / log?(z)dx < Z log? (k) = ZlogQ(k) +log?(n 4 1) — log?(2). (2)
k=2 2 k=3 k=2

Wir haben
/ log®(z)dx = [xlog*(x)], —/ T~ -log(x)dx
2 2

n
1
= nlog?(z) — 2log?(2) — [2z log(x)]5 + 2/ x - —dz
2 €T

= nlog?(n) — 2nlog(n) + 2(n — 2) — 21og*(2)

= nlog?(n) (1 +0 <10g1(n) )> : (3)

Folglich gilt wegen (2) und (3)

kﬁ:_z log?(n) = nlog?(n) (1 +0 (logl(n)>)

und

an

- ZZ-zangQ(k) B nl‘aligr"(n) (1 o (logl(n)>)

Dann gilt wegen das Integralkriterium
/ 0 dx =00 falls a > 0
9 gl-o log2(x) < 00 falls a« <0

und die Reihe Z a,, konvergiert genau dann, wenn a < 0.
n>0

Wenn o # —1 gilt
n a+1

Sk
P n—>ooa—|—]_
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also
- 1
Z Zk K
konvergiert genau dann, wenn o+ 1 > 1 oder o > 0. Wenn o = —1 gilt

E:%; log(n) + O(1)

II1. Es gilt
(a) y(x) = Are” 3 (THVI09)7 4y o= 3 (7-VI09)w , AL, A2 € R
(b) y(z) = A1e® + Age™™ + Az cos(x) + Agsin(x), A1, A2, Az, Ag € R.
(C) y(l‘) = ()\1 + )\217) COS(\/?Z‘) + ()\3 + )\417) sin(ﬂx), Al, )\2, )\3, A € R

(d) y(x) = A1+ Xox+ — {/\3 (4 cos(2x) + 3sin(2x)) + Ag (3 cos(2x) — 4sin(2x)) }em, A1, A2, A3, A4 € R

IV.

(a) Wir berechnen die allgemeine homogene Losung und dazu die Nullstellen von
2244 = (2 +2)(z — 2i).
Die allgemeine Losung des homogenen Problems ist also
y(z) = A1 cos(2z) + Ao sin(2z)
mit unbestimmten Konstanten Ai, Ao € R. Sei A1, A\ zwei Funktionen und
yo(z) = A1(x) cos(2z) + Ao (x) sin(2x)
so dass

A (2) cos(2z) + Ny (z) sin(2z) = 0,
1 (4)

—2X| () sin(2z) + 2X5(x) cos(2z) = sin(2z)

Fiir alle z € R, die Matrix

R@y:<0®@@ sm@@>

—2sin(2z) 2 cos(2z)
ist invertierbar (da det R(z) = 2cos?(2z) + 2sin?(2z) = 2 # 0) und

1{(I)71‘471 <2(xm(2x) ——sin(2x)) _ (Cos(2x) ——%sin(2x)> . (5)

~ 2\ 2sin(27)  cos(27) sin(2z) 1 cos(2x)

Dann gilt wegen (4) und (5)

M@ =3
,, \_ cos(2x)
2(e) = 2sin(2x) "
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und
T
)\1 (a:) = 5,

1
Ao(z) = 1 log | sin(2x).
Folglich gilt

1
y(x) = A1 cos(2x) + Agsin(2x) — gcos(Qx) + 1 log | sin(2x)| sin(2x), A1, A2 € R.
; —t ot 2
(b) Es gilt y(t) = Are™" 4+ Aoe™ " + §€ , mit A1, A\ € R.

1
(c) Es gilt y(t) = Ae™t + Xge 2 + 1 (2t — 3), mit A1, A2 € R.

cos(3) —sin(3)
cos(5)+sin(3)

tan 3—x
2

(d) Es gilt y(t) = Ay cos(t) + Agsin(t) + cos(t) log | , mit A, A € R.

Wl [oles

1
(e) Es gilt y(t) = A1 cos(3z) + Agsin(3z) + 3 sin(3x) log

, mit A, Ao € R.

V. Es gilt

(a) y(z) = 1 (1+2z(x — 1) — 9e2*).
(b) y(x) = sin(z) — cos(x) + (7 + 1)e~®
(c) dE:SSgilt y(z) = ()\1 + é:ﬂ) ()\2 cos (é%) + Az sin <\é§x>> e~ 2% also existiert u € R so

y’(:v)=</\1+§+x;)e$+(< 32 g )cos( )+( 73—% )sm(‘fx))e—éw
y”(x)z()\1+;+§m+ ) { ;( % g )—f—\g( % ?AQ)}COS(?Z‘)(ﬂ 3%
+ psin (?w) e 27

= ()\1 + % + ;I + lg) e’ — % ()\2 + \/§A3> cos (?w) €T3 4 4 sin <\g§x> e 37

und

y(O):)\1+)\2:0
y(O)—A1+2( )\24‘[)\3)2 s

1
y'(0) =M + 5 (/\Q—fx\g) 3=-1
Folglich gilt
2
)\1:—§
2
)\2:§
7
Aa = —

und
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(d) Es existiert A1, A2 € R so dass

y(z) = (/\1 cos (é%) + Ao sin <\é§z>) e 4 x+1—e" —sin(z).

Wenn x = 0 gilt

also Ay = 1, und

S () = (1 N ?Az) cos (\fgj) of 4 <_\/§ + A2) sin (é%) ef 11— ¢ — cos(a).

2 2 2
Dann gilt
1 V3
0=9(0)==4+—X—1
y'(0) 2+2 2
oder
1
Ay = —.
2 73

Folglich gilt

ylx) = <cos <\g§> + % sin (?m)) e? +x+1—e” —sin(x).

V1. Die Substitution z = e* und h(t) = y(e') liefert
h(t) =y(e) =y(x),  H(z) =y (e")e" =y ()
W(E) = o'( ) 4o/ (el = %y (@) + 2y (2).
Wir erhalten damit die Beziehungen
oy (x) =K' = (), (@) =K(),  ylx)=h).
(a) Die Gleichung ist dquivalent zu
R (t) — 4h(t) + 5h(t) = 0.

Das charakteristische Polynom A? — 4\ + 5 hat die Nullstellen 2 + i und somit lautet die allgmeine
Losung
h(t) = c1e? cos(t) + coe sin(t)

y(x) = h(log(x)) = c12? cos(log(x)) + cox? sin(log(z)).

(b) Die Gleichung ist dquivalent zu
2R/ (t) — h(t) = t.

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung 2h/ (t)—h(t) = 0 ist gegeben durch hpom (t) = c1e?.
Eine particuldre Losung ist gegeben durch h,(t) = —(2+1t) und somit lautet die allgemeine Losung

h(t) = hhom(t) + hy(t) = c1e? —2 —t.

Damit folgt
y(x) = hlog(x)) = 17/ — 2 — log(x).
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VII. Wir lésen zunichst die homogene Gleichung 3/ (t) = a(t)y(t). Bezeichne mit A(t) eine Stamm-
funktion von a(t), dann liefert der Ansatz der Separation der Variablen

/ dy / & loglyl=Alt)+¢ & y(t) = +e- AW,

Beachte, dass e eine beliebige reelle Konstante bezeichnet, welche wir der Ubersichtlichkeit wegen
einfach mit ¢ bezeichnen. Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

y(t) = ce®,

Variation der Konstanten bedeutet, dass wir den Ansatz y(t) = c(t)yn(t) mit y5(t) = e*® machen. Da
yp, die homogene Gleichung 16st erhalten wir mit diesem Ansatz

y'(t) = (®)yn(t) + cyn(t) = By (t) + c(t)a(t)yn(t) = ¢ (B)yn(t) + alt)y(?).
Somit ist die Gleichung y'(t) = a(t)y(t) — b(t) dquivalent zu
Hyn(t) = —bt) < c(t)=— / by(z)dt+ co=— / b(t)e™ D dt + ¢,

und wir erhalten die allgemeine Losung

y(t) = (co - / b(t)e=AW® dt) AW,

VIII. Die Substitution z(t) = fithrt auf eine lineare DGL in z(t). Siehe Koénigsberger I, 13.1.11

fiir diesen Ansatz.

y(t)
Wir skizzieren im folgenden die Losung mit Separation der Variablen
dy
——— = [ 1ldxe+C
/ay—by2 /" v

1 1 b/a

Mit der PBZ

ay—by?  ay  a—by
kénnen wir das linke Integral leicht berechnen und erhalten

1
log< i )zaz—l—C.
a a— by

Y aC jax
= e e
a—by

Exponieren beider Seiten liefert

und somit lautet die allgemeine Lésung

aeaceaw ax

f = B e
y( ) - 1 +beaceaz - e—aC + Qeaw.
a

Aus der Anfangsbedingung y(0) = yo konnen wir die Konstante C' bestimmen und erhalten als Losung
fiir das AWP

ea:v

y) = 5
o+ elear —1)

Offenbar konvergiert diese Losung fiir jede Anfangsbedingung yo > 0 gegen
IX.

Q|o

(a) Die Substitution v(x) = @ liefert
y(@) = woe),  y(@) = (@) + 7' (@)
und die DGL ist dquivalent zu
(@) + 20/ (@) = zv(@) +22 & V@) =1 & @) =z+e

Es folgt
y(z) = z(z +c)
und aus der Anfangsbedingung y(1) = 2 folgt ¢ = 1.
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(b) Separation der Variablen liefert
dy . —y
i sin(z)de+C & —e ¥ =—cos(x)+C

und umformen liefert die allgemeine Losung

y(z) = —log(cos(x) — C).

Aus der Anfangsbedingung y(0) = —1 folgt C' = 1 — e und somit erhalten wir als Losung fiir das
AWP
y(z) = —log(cos(z) + e — 1).

(¢) Separation der Variablen liefert

dy dx 1 1+
/y /1—x2+0 & logly 20g(1_x)+0

1+x
S Ty
y(z) =Fe” /17—

Die Anfangsbedingung y(1) = 1 aus der Aufgabenstellung kénnen wir nicht erfiillen, da die rechte
Seite fiir x = 1 nicht definiert ist. Bereits die DGL ist an der Stelle z = 1 nicht wohl-definiert.
Alternativ bestimmen wir die Losung fiir das AWP y(0) = 1, und erhalten in diesem Fall C' = 0.

und somit

X. Es gilt

cos(wox) — cos(wz)

2 2
wo

(a) y(x) = cos(wr) +

1
(b) y(z) = 2 (3cos(2x) — sin(2z)) + A1e® + X2e?®, A1, Ag € R.

XI. Siehe Konigsberger I, Kapitel 13.3, fiir eine ausfithrliche Diskussion dieser Aufgabe.
Zusatzliche Aufgaben

XII. Mit eine triviale Induktion gilt fiir alle n > 0 die Ungleichung w,, > 0.

(a) Es gilt fir alle n € N

1+ u, —u?
et =t = V¥ = un = g ©
Falls {uy}, oy konvergiert nach € R gilt > 0 und I = /[ + 1 oder
P—l1-1=0.
Dal > 0 gilt
14+V5

Wenn uy = ¢ ist die Folge {u,}
Induktion dass fiir alle n € N

nen konstant. Falls 0 < wg < ¢, zeigen wir mit vollstandige

0<un <. (7)
Es gilt
Uns1 = VI +u, < m:\/ﬁz%
Dann ist die Folge {uy}, y monoton steigend wegen (6) und (7) also u, e
Falls ug > ¢ gilt fiir alle n € N die Ungleichung u,, > ¢, also {uy}, <y ist monoton fallend und

Up — ©

n—oo
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(b) Es gilt fiir alle n € N
|u —@\Z(\/1+u 1—\/”‘?‘: SR ‘< 1 — ol € g — ]
" " Un-1+2+ 0|~ 24+ T T2t
aber 2+ ¢ > 1 also
S luo — ¢l _ Juo—¢l _2+¢
fun — 1] < 1 _ 2 gl <o
N
XIII. Sei s € R mit s > 1. Es gilt fir alle N > 1
N+1 N N N+1 n
1 1 1 dx 1 1 1
LTS P L D D T
gns—’_(N—i-l)s nz_:l(n—i—l)s/l xs T ot nz::lns—’_(N—i—l)s

Damit folgt wenn N — oo

SOFTEY -0

IR
. x5 s—1

(s—1)¢(s)=14+0(s—1) — 1.

s—1

und

Folglich gilt

XIV.
™ 2
(a) Es gilt fir alle 0 < 2 < ) die Ungleichung —z < sin(z) < z. Dann gilt
™
Upt1 — Up = sin(uy) — up <0

also {un},cy ist monoton fallend und u, > 0 fiir alle n € N. Folglich ist die Folge {un}, oy

konvergent nach 0.

(b) Es gilt fiir alle 2 >0

z3 )
x— — <sin(z) <z

n—1 n—1 1 n—1
Uy — Uy = E U1 — U = g Sin(uk)—ukz—é E ui
k=0 k=0 k=0

Folgich gilt

n—1
0< ui < 6(ug — up,) — 6ug < 0o

k:() n o0

(c) Es gilt fir alle x > —1 die Ungleichung
22
z—— <log(l+z) <.
also
2 .

)
6 — x =
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x? 2 z? sin(z)
D <lg(1-2) <1 <
+72_0g< 6)_0g< - >_0

Da Zn>0 > konvergiert gilt folglich

Z uy < 0. (8)

n>0

Damit folgt fiir alle n € N

u n—1 le 1n—1 1 n—1
n\| _ 2 4
log <Uo> ’ = — (log(uy) — log(ug)) g log ( ) 8 g Uy = = ,;, uy,

Da u, — 0 gilt

n—oo

lim
n—oo

()
log| — )| =00
Ug

und wegen (8) die Reihe Y, -, uy konvergiert also gilt folglich

e n—1 0
U, 1 g 1 9 1 9
- — E < - E = E .
log(uo)‘—&- ™ U, < 611nrr_1)1£f up = ¢ ug,
k=0 k=0 k=0

oo = lim
n—oo

XV. Fiir alle n > m gilt
1 1
B ny o B my ~ = .
CHRLCS) 0

Av=Nn{n:|z,| < N-1}

Fiir alle N > 1, definiere

Dann gilt B(z,,1/2) C B(0, N) fiir alle n € Ay. Damit folgt wegen (9)

Area(Ay) = Z Area ( (zn, ;)) = Kard(Ay)

neAyn

< Area(B(0,N)) = mN?

S

und
Kard(Ay) < 4N2. (10)

Da Kard(Ayx) < oo fiir alle N € N existiert eine Bijektion ¢ : N — N so dass {|zg(n)|}neN monoton
steigend ist. Wir haben wegen (10)

|Za(4N2+1)| >N (11)

und {\zg(n)|}n€N monoton steigend ist. Die Folge {|zg(n)|}n€N monoton steigend also es existiert wegen
(11) ein Konstant 0 < ¢ < oo so dass fiir alle n > 1

|Zo(n” > CVGi
Folglich gilt
= 1
— < oQ.
Z|Za(n)|3_zc3 g o0

Damit ist die Reihe Y, < |25(n)| ™ konvergent also die Reihe Y, - |z~ auch konvergent ist.

XVI. (22. [Arn02]) Falls y analytisch im Ursprung, sei {a,},y C R so dass

= E anpx”.

n>1
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Dann gilt fiir alle x # 0
vy =ay+a® = (an-1+1gneg) "
n>2

und

n—1
yy' = Z(n + Dany12" Z anpz” | = Z (Z(k + 1)ak+1ank> z".

n>1 n>1 n>1 \k=0
Folglich gilt

a% = (O + 1)a0+1a1 =0,

n—1

> (ke + 1)aps1an- = an_1 + L{,_3), fiir alle n > 2.
k=0

Damit gilt a; = 0, und folgt fir alle n > 2

n—1 n—2
> (k+ Daggran -k = (k+1)ar1an k.
k=0 k=1

Es folgt sofort, dass fiir alle n > 2

n—2

Z(k + 1)ak+1an_k =ap—1+ 1{n:3}'
k=1

Mit n = 3 folgt

(1+1)a2'a2:a2+1

oder
203 —ay — 1 =0.

Dann gilt

az =1, oder as = fl.

2
Mit n = 4 gilt
(I1+Dag-az+ (1+2)ag-az = as

oder

(5&2 - 1)&3 =0.
1 .
Da as; =1 oder ay = —3 gilt folglich 5as — 1 # 0 und

az = 0.
Zeigen wir mit vollstdndige Induktion dass fiir alle n > 3 gilt

a, = 0.
Induktionsschnitt. Falls ax = 0 fiir alle 3 < k < n — 1 folgt

(n+1)—2

Z (k+ Dagrianr1—k = 1+ 1Dag-an+ (14 (n—1))ay, - a2 = ay,
k=1
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oder
((n+2)az —1)a, =0. (12)
Falls as = 1 gilt

m+2)az—1=(Mn+1)#0

1
und falls ag = —3 gilt

(n+2)a2—1:—%(n+4)7&0.

Damit folgt wegen (12) dass a,, = 0 ist fiir alle n > 3.
Folglich sind die Losungen

y1(x) = 2%, und yo(z) = —=2?,
da
z3 z3
h=2r=r+ 5=+ —,
n
, x3 3
Yo=—r=cr—-20=0+—F5 =0+ —.
-3 Y2

Bemerkung. Wir kénnen auch direkt zeigen dass y”(0) # 0 wenn wir Schreiben vy’ = xy + 23.
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