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Aufgabe I. Sei z € R mit > 0 und n € N. Wir definieren
A=Rn{y:y" <z}.

Dann ist A eine beschriankte Teilmenge. Somit existiert » € R, so dass » = sup A. Es folgt leicht, dass
r’t = .

Aufgabe II.

1 V3 i
=41+ 114 — (28— 17i I A
(a) z + 114, (¢) z 29( 8 —17i), (e) z L+ + 5
1 2-1
() z=—40+1), (D) z=35(6-35), (f)2== fz !
2(v/2 1)
(f) ist nicht trivial. Seien a,b € R so dass
(a4ib)? = —1 4. (1)
(1) ist aquivalent zu
a> b =—-1
2
ab:1 @
2
also (a # 0 weil —1 +1i ¢ R) gilt
1
2
S
4a?
oder
1
4 —_ - =
a“+a 1 0
Somit gilt
, —1E+2
2
aber a2 > 0, also
a== v2a-1
2
und (dank (2))
1 1
“ 2(v2-1)
Aufgabe II1.
Es gilt
23 —322+32-1 2 424 — 1223+ 322 +132 — 6
@ 27T, () B A g2,
2 — 422 112 —6 M-l 3R,
o) EENC-0, @ Ty =Y
(d) Es gilt
n—1 n—1 — n—1 n—1
(z—1) sz sz Zz —sz sz—z —1—1—227 Zz =z"-1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

1/5



D-ITET, D-CHAB, RW/CSE

Prof. Dr. Thomas Willwacher Analysis I : Losung 2 HS 2017
Aufgabe 1V.
Es gilt
() P(z) = (-1 +2¢5> (z 1 _2‘/5) L (0) P(2) = (2 +i)(2 — 2i)(= — 5)
(b) P(2) = (+1)*( - 2), (d) P(z) = (z = 2)*.

Aufgabe V.

(a) Seiw e C\ {%} Dann gilt f(z) = w genau dann, wenn

az+b
cz+d

=weatb=w(z+d) < (a—cw)z=dw—1> (3)

a
aber w # — also
c

dw —b
—cw+a

Wir miissen auch zeigen, dass

cz+d#0.
Es gilt
crrd=97 L0 ad—bet0 (4)
—cw +a
also, falls f surjektiv ist,
ad —bc#0 (5)
Folglich ist
()~
c
a
f(o0) = -
und f surjektiv, wenn ad — bc # 0.
Dank (3), falls z # oo
a 1
f(z):E<:>O:dw—b:E(ad—bc) (6)

und das ist nicht moglich wegen (5). Offensichtlich gilt f(z) # oo fiir alle z € (C\ {—d/c}) U {o0}.
Seien z, 2’ € C\ {—d/c} so dass f(z) = f(2'). Diese Gleichung gilt genau dann, wenn

aczz' + bez + adz + bd = aczz' + bez + adz’ + bd < (ad — be)z = (ad — be)z' < z = 2" (dank (5)).
Folglich ist f bijektiv genau dann, wenn ad — be # 0.
(b) Wir zeigen zuerst, dass jede Losungsmenge der Gleichung
alz]? +bz+bz+c=0 (7)

mit [b|? — ac > 0 eine Gerade oder ein Kreis ist (x).
Schritt 1: Falls a =0, so ist die Losungsmenge eine Gerade.

Die Gleichung vereinfacht sich zu
2bix — 2bsy +¢c =0
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und aus der Bedinung |b|? — ac > 0 folgt sofort b # 0. Die Lésung dieser Gleichung beschreibt eine
Gerade.

Schritt 2: Falls a # 0, so ist die Lésungsmenge ein Kreis.

Wir formen die Gleichung mit quadratischer Ergénzung um:

a(x?® +y?) + 201z — 2byy +c =0

by b
& 2?2+ x+y -2 2y+770

b 2 b bi\2 b\
a a a a a
2 2 2 2
@(m—i—bl) +<y—b2> :7b1+b22 ac
a a a

Aus der letzten Gleichung sehen WiI‘2 sofo2rt, dass die2 Losungsmenge ein Kreis mit Mittelpunkt
_h +ib—2 = 715 und Radius r? = b +b227 - 1 gac > 0.

a a a a a
Sei S C C ein Kreis oder eine Gerade. Nach Teil (a) konnen wir S als Losungsmenge der Gleichung
(7) schreiben fiir geeignete Parameter a, b, c. Wenn wir die Gleichung (7) durch |z|? = 2% dividieren,
erhalten wir

1 — =
a+b —I—b +c| |2:0 & oI(2)|* +bl(2) +bI(z) +a=0.

Die Bildmenge I(S) ist folglich ebenfalls gegeben durch eine Gleichung der Form (7) mit den

Parametern @ = ¢, b = b, & = a. Nach Teil (x) ist also I(S) ein Kreis oder eine Gerade.

Aufgabe VI.

1. Man erhalt die Formel aus dem binomischen Lehrsatz und durch Vertauschen der Summationsrei-
henfolge:

Z(p;“l)Serl k Zili(p;:1>lp+l k

k=1 k=11=1

i% <p+1>lp+1 ko qk

=1 k=1

Z [+ 1)PHt -t
=1

n+41)PT —

2. Wir wenden induktiv die Formel aus (a) an:

= 0: Wir erhalten S = (n+1)! —1=n.
p = 1: Wir erhalten 25} + S% = (n + 1) — 1 und folglich
1
Sp=5((n+1)°=1-57)
1
§(n —2n —n)
n(n+1)
2

= 2: Wir erhalten 352 + 35} + 5% = (n +1)3 — 1 und folglich

S2=-((n+1)°—-1-35} —S9)

1
3
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1
:6(2n3—6n2—6n—1+3(n2—n)—n):

1
= 6(2n3 —3n? —8n—1)
nn+1)2n+1)

6

= 3: Wir erhalten 452 + 652 + 45} + 5% = (n 4+ 1)* — 1 und folglich

1

~((n+1)*—=1-65; —4S) — Sy

4 n n n
i(nJrl )*—1-nn+1)2n+1)-2n(n+1) —n)
1

Z(n + 2n® +n)

n2(n+1)

4
Beachte, dass S2 = (S!)2. Wie kann man das direkt zeigen (siehe am Ende)?

3. Die Rechnungen aus (b) legen die Vermutung nahe, dass die héchste vorkommende Potenz in S?
die Ordnung p + 1 hat mit KoePﬁzienten ——. Wir beweisen diese Behauptung mittels Induktion.

Die Formel aus (a) besagt:

1 1
(ler )Sg+<p;rl>sg—1+---+<p; >51+SO (n+1)PH —1.

Fir alle ¢ < p ist SZ nach Induktionsannahme ein Polynom vom Grad kleiner gleich g + 1. Insbe-

sondere ist dann ) )
fn) = (p‘; )5,1:—1+~-~+ (p; )5;+52

ein Polynom vom Grad kleiner gleich p. Wir erhalten also
(p+1)S2=(n+ 1P —1— f(n)=nP + p+ 0P +...+ (p+1)n— f(n)

und es folgt direkt die Behauptung.
Bemerkung. Es gilt

-1
(Zk) (n+Sn_1)>=n*+2nS! | +(S}_,)? :n2+2n%+(53%1)2

= n + (Sn 1)25

und mit einer triviale Induktion beweisen wir dass (S;)? = S3.

Aufgabe VII.
(a) Danke des Axioms (K3) gilt fiir alle € K existiert 0, € K, so dass
O +x=ux.
Sei y € K und (—z), (—y) € K, so dass
y+(=y) =0z, x+(-2) =0,

Dann
O =y+(—y)=0,+y+(—y) =0y, +0; =0, + 0,
und
Oy=2+4+(—2) =0, +z+ (—z) =0, +0,
also

0y =0y = 0, +0,.

und die Definition N = 0, (fiir irgendwelche = € K) ist eindeutig.
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(b) Es gilt Nz = N fiir alle z € K, weil Nz = (N + N)z = Nz + Nz. Dann
N =Nz+ (-Nz) =Nz + Nz + (—Nz) = Nz + N = Na.

Wenn y # N, ist die Gleichung Nz = y nicht 16sbar also N = Ok.
(c) Seien z,y € K\ {0} und 1,,1, € K so dass

Es gilt

also

und die Definition 1g = 1, (fiir irgendwelche z € K) ist eindeutig.
(d) Seien a,b € K und z,2’ € K, so dass

a+xz=>b, a+x' =h.

Es gilt

!

r=2x+0gk=(—a)+a+z=(-a)+b=x

und die Multiplikation ist &hnlich.
(e) <= :ist klar.
= : Falls x = y = Ok dann ist die Losung trivial. Falls = - y = 0 mit « # 0, haben wir

y=loy=(ta) y =t ey =0t 0x = O,

und falls y # 0, so gilt auch x = Ok.
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