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Prof. Dr. Thomas Willwacher Analysis I : Losung 3 HS 2017
I.
Sei Ng = Kard(N).

(a)

Die Mengen A und B sind abzéhlbar also existiert einen injektiven Funktionen f : A — N und
g : B — N. Wir kénnen anhemen dass AN B = & weil AUB = (A\ B)U B und Kard(A\ B) <
Kard(A) ist (da A\ B Cc A = Kard(A4\ B) < Kard(A4) < Rj). Wir definieren eine Funktion
h:AUB — N so dass

2f(x) falls x € A,
h(z) =
2g(z)+1 falls z € B.

Die Abbildung h ist bijektiv weil f und ¢ bijektiv sind. (Falls h(z) = h(y) mit x € A und y € B,
folglich gilt

2f(x) =29(y) +1
aber das ist nicht moglich).

Wir kénnen auch beweisen dass A, N A, = @ fiir alle n # m mit n,m € N. Zwar, fir alle n € N|
sei A/ die Menge

A =4\ |J An
m>n+1

Dann A/, C A, also Kard(4),) < Kard(4,,) < Rg. Offensichtlich gilt A/, N A = @ fiir alle n # m,
(mit n,m € N) und

U4, = 4.
n=1 n=1
Sei {pn},eny = 12,3,5,7,11,13,17,- - - } die unendlich Menge der Primzahlen, und fiir alle n € N,
falls A, # @, sei f, : A, — N eine injektive Funktion. Wir definieren die Funktion f so dass
f:JAn >N
n=1

T pﬁ"(w) falls x € A,,.

Wegen Euklid lemma, die Abbildung f injektiv ist, also

Kard ([j An> < Ng.

n=1

Bemerkung: Fiir alle Menge X, wir definieren

Kard(X) = |X| = (Kardinalzahl(X)).

II.
Es gilt
423 — 322 — 492 — 36 6
a i i i =422 Tz — 424+ ——,
z+1 z+1
4423022 — 1 ] 1
(b)z +z 9—’,—23 9z + — 39,2 3,4 —
z z
225 + 324 — 2122 - 3722 - 92+ 6 48
225 — 172* + 482 — 5122 + 12 4(z —1
(@) DT A A8 2Bl 12 s gy e 2B D
22+1 22 +1
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ITI.
Es gilt
(@) 111 o) 2+ 1 g 297 4 313
2(z+1) 2z z+1 (z+3)(z—6)(z+5) 99(z—6) 9(z+3) 11(z+5)’
© 2243 5 1 5
(224+42+4)(z—1) 9(z+2) 3(z+2)2 9>z-1)
2 _
(@ 322 +1 _ (-7 L4 B

(224+1)(z+2)(z—3)  25(z2+1)  25(z—3) 25(z+2)

IV.

Bezeichne mit A(z1, 29, 23) das Dreieck mit den Eckpunkten z1, 22, 23 € C. Definiere
wy =2z — 21 =0, wy = 23 — 21, w3 = zg — 1.

Geometrisch erhalten wir A(0, we, w3) durch Translation um z; aus A(z1, 22, 23). Folglich ist A(0, wa, w3)
ein gleichseitiges Dreieck genau dann, wenn A(zq, 29, 23) ein gleichseitiges Dreieck ist. Definiere nun

w 0 w w:

ulzilziz(), 'U,2:72:17 UBZJ'

wWo wWo Wa w2
Geometrisch erhalten wir A(0, 1, ug) durch ein Drehstreckung (die der Multiplikation mit wy ! entspricht)
aus A(0, wg, w3). Somit ist A(0, 1, u3) ein gleichseitiges Dreieck genau dann, wenn A(0, wq, ws3) ein gleich-
seitiges Dreieck ist, und das ist wiederum genau dann der Fall, wenn A(z1, 22, z3) ein gleichseitiges Dreieck
gilt.

Die Seite [0,1] in A(0,1,u3) hat die Lange 1 und die beiden anderen Seiten haben die Langen |ug|

und |ug — 1|. Folglich ist A(0,1,u3) ein gleichseitiges Dreieck, genau dann wenn |ug|? = 1 = |uz — 1|?
gilt. Schreibe u3 = a + ib mit a,b € R, dann sind die Gleichungen dquivalent zu

a’ + b =1, 1=(a—1)2+0%
. 2 2 . 1 . \/§
Insbesondere gilt a® = (a — 1)° und somit ¢ = 5 und aus der ersten Gleichung folgt b = iT. Das

1 3
Dreieck ist also genau dann gleichseitg, wenn ug = 3 + zg gilt oder dquivalent falls us die folgende

0—<U3—1—i\/§> (U3—1+i\/§)—U§—U3+1.

Gleichung erfiillt:

2 2 2 2

Es bleibt zu zeigen, dass uz genau dann diese Gleichung erfiillt, wenn z1, z2, z3 die Gleichung aus der
Aufgabenstellung erfiillen:

-~ (ZQ — 21)2 + (Zg — 21)2 = (2’3 — Zl)(ZQ — Zl)
= zf — 22129 + z% + 232, — 22321 + zf = 2329 — 2321 — 2129 + z%

2 2 2
S z1 + 25 + 25 =2z120 + 2923 + 2321

Das beweist die Behauptung.
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V.

(a) Wir haben
Z1 = iwL, Z2 =R

also
Uout ZQ R
H(w) = — —
© = T 734 Rt
und
R
H@)| = — e —
\/R +(wL) wl 2
1+ ()
(b) Wir haben
Zl = iwlL

und dank Kirchhoffsche Gesetz gilt

R S N
Z L RE
also
R
g = ————.
271 + iwRC
Dann
Z 1 L -t 1
L+ 22 1+?; (1—L0w2)+iw§
also gilt
1
|H(w)| =
(1— Low?) + (4L 2
_ W haiend
R
VI.

Die Inversion (mit Mittelpunkt 0 € R? und Radius 1) ist die Abbildung i : R?\ {0} — R?\ {0}, so

dass fiir alle z € R?\ {0},
() = — — (XL T2
o)== (k).

[:R> > C

(x1,22) — 1 + Q22

Wie die lineare Abbildung

bijektiv ist, kénnen wir identifizieren R? und C. Sei i = loigol~! : C\ {0} — C\ {0}. Dann fiir alle

z € C, wir haben

i(z) = W =

| =

also die Abbildung
f:C\{0} = C\ {0}
1
P
z

ist die Komposition von ¢ und die komplexe Konjugation C — C, z — Z.
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