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I. Substitution
Sei U C R? die offene Menge

U_RQO{(:L",y), y > 1,x>max{y,yy_1}}.

1. Bezeichnen Sie der Laplace-Operator A = 97 4 92 iiber U in die neuen Koordinaten

U=y
{v—x—i—y (1)

2. Sei f: U — R, (x,y) — eYlog(ay — x — y). Zeigen sie dass f zweimal differenzierbare ist und
bestimmen Sie Af in U.

Losung:

1. Wir haben wegen (1) y =v —z und u = zy = z(v — x), oder

22—vr+u=0

Da z > y gilt auch 2zy < z2 + 32, oder v? > 4u, und gilt
VD
== (v v? — 4u
2

und x >y, also

x:%<v+ v274u>, y:vfx:%(’uf v274u).
Es folgt
0 Oud Ovad Y e

und d,y = 0 also gilt auch (y9, + 9,)y = 0. Dann gilt
02 = Y202 + 2902, + 02 + (yOu + 0,)y Oy, = y*Ou® + 2y 92, + 02

und

1
0y =0u+0, =3 <v+\/v2—4u)8u+8v
6; =220l + 2102,
Da (a — b)% + (a + b)? = 2a% + 2b? fiir alle a,b € R folgt

Au = (2" +y*)02 + 2(x + )05, + 20, = ((x +y)* — 22y)9; + 200, + 20;
= (v? —2u)02 + 2002, + 202

uv

2. Wegen die Kettenregel ist die Funktion f zweimal differenzierbare, da U — R, (z,y) — 2y —z—y,
U — R,z — xy, exp und log glatt auf ihrem Definitionsmenge sind. Haben wir f(u,v) = e*log(u—
v). Dann gilt

e’LL

&J’ze“log(u—v)—i—u

02 f = e“log(u —v) + 2 ° -

eu

2 e
Ol = u—v+(u—v)2

eu

avf:_

u—v
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eu

(u—v)*

o= -

Dann gilt

2(v? — 2 22 2 2 2
Af = ((112 —2u)log(u — v) + (v W _ v “ Y ! )e“

u—v _(uffu)Q_ufv—’—(ufv)Q_(uf’u)2

2 2 1y (a2 2
2 +y? —x y)+2(w+y 1) —(z +y)>emy.

= 22+ y?) loglay —z —y) +
<( v') loglay v) Ty —x -y (xy —x —y)?

I1. Die Geometrie des Gradientes Sei ¢ € R eine Konstante und sei f : R? — R nichtkonstant und
differenzierbar. Nehmen Sie an, dass die Gleichung f(x,y) = ¢ eine Kurve C' in der Ebene R? definiert.
Das heisst, es gibt ein Intervall I C R und eine differenzierbare Abbildung « : I — R?, so dass

() =C={(x,y) eR* | f(z,y) = ¢} (2)
und «/(¢) # 0 fiir alle ¢t € I. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1. Vf steht senkrecht zu C. Dass heisst, fir jede t € I ist Vf(y(t)) - +/(t) = 0.

2. Die Richtungsableitung von f in Richtung C verschwindet. Dass heisst, D/« f(y(t)) = 0 fiir alle
tel.

3. Die Richtungsableitung von f ist am grossten in einer Richtung senkrecht zu C.
Losung:

1. Wegen (2) ist die Komposition I 3 ¢t — f o v(t) eine konstante Funktion. Somit ist % o~v(t) =0.
Wir wenden nun die Kettenregel an:

0= 2 For(t) =AY () = VI((H) - 4'(1), Viel
Das heisst genau, dass V f senkrecht zu C' steht.
2. Da f differenzierbar ist haben wir
Dy f(v(1)) = df (v(£)7'(t) = Vf (+(t)) - (1) = 0,
wo wir a) benutzen.

3. Seit € I und sei v € R? mit ||v]| = 1. Sei auch n ein Vektor mit ||n|| = 1 und n-~/(¢) = 0. Also,
n ist einen Normalenvektor zu C' im Punkt (¢) € C. Nun bildet {7/(¢),n} eine Basis fiir R? und
somit gibt es a,b € R so, dass

v =ay'(t) + bn.

Da +/(t) L n, gibt Pythagoras 1 = |v| = |a||7/(¢)| + |b||n| = |a||¥/ ()| + |b|, und somit ist [b] < 1 mit
|b| = 1 genau dann, wenn v = +n. Da auch Vf(y(t)) L +/(¢), haben wir nun

Dy f(y(t)) = Vf(y(t) v =VF(¥(t) - (a7 (t) + bn)
=0V f(v(t)) - n = bDnf(7(t)) < max{Dnf(7(t)), D-nf(7())}.

Dies zeigt die Behauptung.
III. Tangentialebenen Sei f : R> — R durch
flw,y) = sin(z) —° + 3
gegeben.

1. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene von der Fliche

G(f) ={(z,y, f(z,y)) €R* | (z,y) € R*} C R
im Punkt (0,3, £(0,3)) = (0,3, —18).
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2. Bestimmen Sie eine Konstante ¢ € R, so dass der Vektor

c
0
1

senkrecht zur Fliche G(f) am Punkt (5,0,0) € G(f) steht.
Losung:

1. Zunichst berechnen wir

of of

2
= _— = — 2
B & Y) = cos(), ay(%y) 3y~ +2y (3)
und somit haben wir
of of
—(0,3)=1, —(0,3)=-3-94+2-3=3(2—-9)=-21.
508 =1 50.3) +2.3=3(2-9)

Eine Parametrisierung der Fliche G(f) ist durch F : R? — R3,

F(z,y) = (z,y, f(z,y))
gegeben. Somit ist eine Basis der Tangentialebene von G(f) im Punkt (0,3, —18) durch

v = dF(0,3) <(1)> , u=dF(0,3) (?)

gegeben. Das Differential dF'(0,3) kénnen wir nun berechnen:

1 0 1 0
dF(0,3) = ) 0 ) 1 =0 1
85(0,3) 9L(0,3) 121
Wir haben also
1 0 -1
v=10], u= 1 =souvxu=|[21
1 -21 1
Das heisst, ein Punkt (z,y, z) € R? liegt in der gesuchten Ebene genau dann, wenn
x 0
yl=1| 3 | +w
z —18

wobei w die Bedingung w - (v X u) = 0 erfiillt. Also genau dann, wenn

T -1 T
O=@wxu)-|y—-3]=|21|-ly—3|=—-2+2ly—3-21+2+18.
z+ 18 1 z+18

Somit ist die Gleichung der Tangentialebene

—x + 21y + z = 45.

2. Aus (3) folgt, dass

Of (x gy—0. iz o=
%(570)*07 8y(270)*0

und somit folgt, wie in a), dass eine Basis der Tangentialebene von G(f) in (%,0,0) durch

1 0
vi=|0]),u:=11
0 0
gegeben ist. Da
0
vxu= 10
1

senkrecht zur Fliche G(f) im Punkt (5,0,0) steht, folgt dass ¢ = 0.
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