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I.

(a) Wir haben fiir alle n € N

(b) Die Folge {Hy}, oy konvergiert nicht, weil

n—o0

1
liminf |Hy, — Hy| = lirginf (Hap — Hy) > 3 >0

ist. Da die Folge {H,,}, o)y monoton steigend ist, folglich gilt

Variante. Wegen (1) gilt fur allen € N

Hgn - Hgn—l - H2.2n—1 - H2n—1 2

N | =

Folglich gilt

n

n
HQn—1:Hgn—H20:Z(hgk—zarzk_l)z5
k=1
also
n
Hgnzf-f-].—)OO
2 n—00
II.
. n+1 .
(a) Sei a, = ——. Wir haben
n
1
anp=14+—- —1
n n—oo
also divergiert die Reihe > ay,.
(b) Sei a, = n_\/ﬁQ.Wir haben
(n+v/n)
1 1 1\ 2 1 1 . V2-11
— (1) (1+—) >-(1-=—=)a+12= - 2
woi(1-7) (4 7) 2a(i-g)uro? =20 .

fur alle n > 2. Aber wegen Aufgabe I.

also dank (2) :

(¢) Wir haben fiir alle n € N
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und die Funktion Ry — R, 2 — {/z ist monoton steigend , also gilt wegen (3)

n 1 1
Vnl<n — —— > —.
vn!l T n

Damit folgt direkt

=1
;W:oo.

1" -n
(,)7“. Wir haben fiir alle n € N
(3i)m — 2n

n~ —1
2 2 2 2
< — = (1-(2 . 4
lan] < 3 —5n 3n( (3)) = gn—1 )
Die Reihe >~ | 2" konvergiert fiir alle z € C mit |z| < 1 also konvergiert die Reihe Y a,, wegen
(4)-
(e) Wir haben

nfn? 1 . 1
lim sup Z—n:flimsup\/n2:§<1

n— oo 2 n— oo

also konvergiert die Reihe

o
n=1 2"
. n\, .
(f) Definiere a,, = ( " )3 " dann gilt
an+1 (2n+2)(2n+1) 4
= — = > 1.
an, 3(n+1)2 noke 3

und die Reihe divergiert nach dem Quotientenkriterium.

(-
V2n—1

(g) Seia, = . Die Funktion

FiINSR
noy

V2n —1

ist monoton steigend, und fiir alle n € N, haben wir die Gleichung a, = (—1)*~1f(n). Wegen des

Leibniz Kriteriums (siehe Aufgabe VI.) konvergiert die Reihe Y ay,.

na
(h) Definiere a, = —. Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, da
n!

n 1) n! 1 1\
a+1:(n+)£: 1+ L N
an (n+1)!n* n+1 n) nooo

1
+n

(i) Sei ay, = . Wir haben
n

1 1+1 *1>1
an = — — > —
n Vn 2n

also divergiert die Reihe ) a,,.
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I11.
(a) Da die Reihen absolut konvergieren, kénnen wir die Summationsreihenfolge beliebig verandern. Es
folgt
= 1 = 1 = 1 1
2 an—1p "~ ; @n—17 2= (enp ~ n; (2n)?
= 1 1 = 1
= ; @n—12 " (2n)2> - ; (2n)?
=1 11
IR SOp:
n=1 n 4 n=1 n
1 3
=((2)—=C(2)=-¢(2
(2) - 7¢2) = 12)

(b) Wir berechnen zunéchst die Partialbruchzerlegung der Summanden und machen den Ansatz:

o e b
nn+1)(n+2) n n+l n+1

Indem wir mit allen Nennern durchmultiplizieren erhalten wir

(@a+b+c)n?+ (3a+2b+c)n + 2a 1

n(n+1)(n+2) S+ 1D(n+2)

Somit sind die Koeffizienten a, b, ¢ durch das lineare Gleichungssystem

a+b+c=0, 3a+2b+c=0, 2a =1

bestimmt und wir erhalten a = %, b= —1 sowie ¢ = % Mit dieser PBZ berechnen wir

i _Z 1/2 1L Y2\ _Y2 Y2 12 12
—~ n+1 J(n+2) n+1 n+2 1 2 N+1 N+2°

Dies folgt leicht mit vollstdndiger Induktion, da sich aufeinander folgende Terme sukzessiv aufheben.
Wir erhalten damit

1 1 1 1 1
;n(n+1)(n+2) 1&5&(4‘2(1\@1) +2(N+2)> 1

(¢) Wir bemerken zunéchst:

L fan LT e L 1
fnfn+2 fnfn+1fn+2 fnfn+1fn+2 fnfn+1 fn+1fn+2

Damit folgt

N 1 1 1
an _Z<fnfn+1_ )Zl_

fov2 = Jnt1fnt2 SN+ N2
und somit
= lim (1-—+— | =1.
n=0 Jnfnte N—oo ( fN+1fN+2>
IV.

(a) Der Konvergenzradius ist mit dem Quotientenkriterium gegeben durch den Grenzwert

-1

n—oo fr11 n—oo  fp,
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Wir haben in Serie 5, Aufgabe 3 gesehen, dass f,+1/fn gegen den goldene Schnitt ¢ konvergiert,

d.h.
-1
1:@71:\/52 .

Da die Potenzreihe fiir |z| < p absolut konvergiert, kénnen wir die Reihenfolge der Summation
beliebig vertauschen und erhalten:

(1—2z-22)f(2) = i fn2" — i fnz™tt — i fnz"T2
n=0 n=0 n=0

'S} [e%S) e’}
= Z fnzn - Z fn—lzn - Z fn—QZn
n=0 n=1 n=2

= fo+ fiz = foz + Z(fn — o1 — fn—2)2"

n=2

=1l+z—-2+0=1

p=¢

(b) Mit dem goldenen Schnitt ¢ = 1(1 4 +/5), kénnen wir die Fibonacci Zahlen explizit schreiben als

_ ﬁ (gDnJrl _ (7¢71)n+1) )

Fiir 2| < p = ¢! konvergiert die Reihe absolut und wir berechnen mit der Formel fiir die
geometrische Reihe

anzn — Z % ((pn+1 _ (_(p—l)n-&-l) g
n=0 n=0

"2 n ¥ —1 n
5nzo(w) +%7;)(—</7 2)

oo -1

1 ot 1

7
Y. + e
VE 1—pz 5 1+¢ 1z
1
V5

1 1
-z pte

_ P+
VB(=22 4+ (¢! — )z + 1)

_ -1

221

V.

(a) Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge erhalten wir:

n n
E apy1by — E agby,
=1 o1

n n
= apt1bpy1 —a1by + E ap41b — E k410541

n

> (art1 — ax)bx

k=1

k=1 =1
n
= apt1bpt1 — a1br — E g1 (be1 — bi)
k=1

(a) Der Konvergenzradius p ist nach dem Quotientenkriterium gegeben durch

1
p= lim ntl_

n—oo N

1.

Folglich konvergiert die Potenzreihe absolut in dem Einheitskreis {|z| < 1} und divergiert auf
{|z| > 1}. Uber das Konvergenzverhalten auf der Kreislinie {|z| = 1} trifft das Quotientenkriterium
keine Aussage.
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Sei nun |z| = 1. Fiir z = 1 erhalten wir die harmonische Reihe, die bekanntlich divergiert. Fiir
z = —1 erhalten wir die alternierende harmonische Reihe, welche nach dem Leibniz-Kriterium

konvergiert. Wir wollen zeigen, dass die Reihe fiir alle z # 1 mit |z| = 1 konvergiert. Dazu verwenden
wir die partielle Summationsregel aus (a) mit

1—2* 1
ak:1+z+22+...+zk71:727 b, = —
1—2 k
Dann gilt g1 — a, = z* und wir erhalten
no_k n+1 n k
z 1 z -1 1 1\1-=z
2T arT 1 _1_Z<k 1_k> 1—z° )
k=1 n =7 Pl T

Wir miissen zeigen, dass die rechte Seite fiir n — oo konvergiert. Die Terme vor der Summe
konvergieren offenbar gegen —1, da

. 1 2l 1 2 ) 1
lim . < lim =0.
nooo|n+1 z-1 |z — 1| nmoon 41
Hierbei haben wir |z"T!| = [2|"™! = 1 und 2z # 1 benutzt. Die Reihe auf der rechten Seite

konvergiert sogar absolut, denn es gilt

> 1 1\ 1—2* 2 /1 1 2
S n) T e () -
—\k+1 k) 1-=z \z—l|]€:1 ko k+1 |z — 1]

Insbesondere konvergiert die rechte Seite in (5) mit |z| = 1, z # 1 fiir n — oo und das zeigt die
Behauptung.

VI.

(a)

Die Folge (s2,—1)nen der linken Randpunkte wéchst monoton, da

2n+1 2n—1

Sop41 — Son—1 = Z (—1)*ay, — Z (—=1)*ay, = agy — agny1 > 0.
k=1 k=1

Hier benutzen wir, dass die Folge (a,),eny monoton fillt. Analog zeigt man, dass die Folge (s2,,)nen
der rechten Randpunkte monoton fillt, da

2n+2 2n
Sont2 — Son = Z (—1)*ay, — Z(—l)kak = agp+2 — Gant+1 < 0.
k=1 k=1
Es folgt I, := [S2n—1,S2n] C [S2n+1,S2n+2] =: In41. Schliesslich erhalten wir aus |I,| = so, —

Sop—1 = a9y, > 0 noch

lim |I,| = lim a, =0
n—oo n—oo

und somit bilden die Intervalle I,, eine Intervallschachtelung.

Sei nun s € R die eindeutig bestimmte Zahl, sodass s € I,, fiir jedes n € N gilt. Fiir n = 2k — 1
folgt aus s € I, = [Sak—1, Sok] sofort |s — sop—1| < |Ig] = agk. Fir n = 2k folgt aus s € Iy =
[Sok+1s S2k+2] D [S2k-+1, S2x] sofort |s — sog| < Sop — Sopt1 = agrt1. Wir haben also |s — s,| < ani1
fur alle n € N gezeigt. Da a,, — 0 fur n — oo, folgt, dass s, gegen s konvergiert und somit

n o
8=l on = lm D (D% =D (-1)'ax.
k=1 k=1

1 1
Sei nun (ay,)nen definiert durch as, = — und ag,+1 = o Dann gilt
n n

2n n 1 n 1 n 1

und die rechte Seite divergiert gegen +oo fiir n — oo, da die harmonische Reihe divergiert.
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