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I.

(a) Sei o : N — N die bijektive Funktion mit den folgenden Eigenschaften

o(l) =
2. 0(2”) = 2n fiir alle n € N,

3. o ist monoton steigend iiber (2",2""1) und o (k) € 2N + 1 fiir alle 2" < k < 2"+,

Beispiel: 0(1) =1,0(2) =2,0(3)=3,0(4) =4, 0(5) =5,0(6) =7,0(7) =9, 08) =6, 0(9) =
11, 0(10) = 13, o(11) = 15, 0(12) = 17, 0(13) = 19, o(14) = 21, o(15) = 23, o(16) = 8.
Dann gilt fiir alle n € N

n+1l__
221 1 2 1) — (2" +1) 41 2ntl_om 1 on Q)
_ — n+2 __ - n+2 __ - n __
o 21 2 3 2 3 427 —1) +1
1 1
- > 2
At 5 75 (2)

Definiere die Mengen A, {An} oy C N, wie folgt :

A:Nﬂ{n:ﬂk‘ENsodassn:2k}
Av=An{1,--- ,N}.
Es gilt fiir alle N € N
Kard(Apn) < logy(N).
Also ist
L S < 2log | logs (N
Zik Z ?720g|0g2( )- (3)
kEAN k=1
Folglich gilt wegen (1) und (3)
U(k) 1 1
Z glogz(N)*ﬂOg“Ogﬂ )l Moo OO
k=1

(b), (c) Seien > a, eine bedingte Reihe und r € R. Wir definieren durch Induktion eine bijektive Funktion
o :N = N, und eine Folge {A,}, .y C R so dass

o(l)=1
A1 = ag1) = a1

= inf N\ {o(1), - ,o(n)}N{k:ar >0}, falls 4, <r
(n+1)= inf N\ {o(1), - ,o(n)} N{k:ar <0}, falls 4, > r.

Apyr = Ap + Ao (n+1)
Die Behauptung, dass

An = ’;aa(k) n:Zo T.

folgt leicht.

IT. Sei R € Ry U {0} der Konverganzradius der Potenzreihe.

!
(a) Seia, = :—n Es gilt

an, n! (n+1)" (n4+1)"
anr1 (n+1)! n" nmo

also R = e.
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(b) Sei a,, = n—' Es gilt
n!

also R = oo.

(c) Seia, =+/2"+ 3", Es gilt
Also gilt

1
und R = —.

V3

(d) Sei {an},cn C R die Folge

1 falls n ein Quadratzahl ist
n = 0 ander.

Dann gilt limsup {/|a,| =1, und R = 1.
n—oo

2
(e) Seia, = (:) Es gilt

any1  2n+2)! (n)?  (2n+2)(2n+1)

an, ((n+1)NH2 (2n)! (n+1)2
also R = i

(f) Sei a, =+v/n+1—+/n. Dann gilt

1 1
VRS EC RSN
also
Intl g
Gy N0
und R = 1.
I11.

(a) Fiir alle n € Nund z € C, sei
22=z(z—-1)--(z—n+1).
Zeigen wir, dass fur alle n € N

(s + 1) = Xn: (Z) .

k=0

gilt. Beweise mit vollstdndige Induktion. Es ist klar fiir n = 0.
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Induktionsschritt. Wir haben wegen (n j_ 1) = (_nl> = 0 und Pascalsches Gleichung
(s+ ML = (s 4t —n)(s+ 02 =3 ((s—n+k) + (L — k) (Z)swk
k=0
_ — (n n+l—kk =~ (n n—kk+1
—Z(k)st —O—Z(k)st
k=0 k=0
n+1 n n+1 n
_ n+1—kik n+l—k k
= k)st +Z<k1)8t
k=0 k=1
n+1 n n+1
_ n+l—=k ik n+1—k ik
=3 ()t Y (1 )t

(o)

k=0

)+ (")) s

3 =

I
S >
M3
-
/N -~ N ~~ N

+
=

Folglich gilt

S (0)(, ) = X et = 3 ()t = Lo (11,

k=0

(b) Wir haben wegen (a) die Gleichung

z) = ii <Z) (ntk>zn - i (S:t>zn = By14(2).

n=0 k=0 n=0

(¢) Es gilt fiir alle || < 1, By(z) =1 + z, also haben wir fiir alle n € N und |z| < 1 wegen (b)

(B%(x))” —Bi(z) =1+

Folglich gilt

und fir alle m € N

IV.
1" 1"
(a) Seien ap, = (2( +)1) und b, = ((2 ;' . Dann gilt
n n)!
Gn41 _ 1 bn+1
A, a 2n + 3 n—>—o>o ’ b, | n—oo 0.

Also ist der Konvergenzradius der Potenzreihen co.

(b) Wir haben

o0
cos z+w = E

n

2n S (_l)n on 2n k 277. k S n_k, 2n—k
S = 2 e () e = S st

n=0 =0 ==
> co n—1 1 1
- oy (1) 1) 2kt 2n—(2k+1)
;szﬂ 2”—2k)!( ) lew +n§::0k 0(2k+1)!(2n—(2k+1))!( )t w
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R et e G A G T PSR R | 1 n, 2k, 2n—2k
cos(z) cos(w) = 3, > 2k)! (2n—2k)1° Y =22 o @n 2
n=0 k=0 n=0 k=0
oo n—1
sin(z) sin(w) = Z Z 1 ! (—1)n gty 2n—1=2k
A= 2k + 1) (20— (2k +1))!

also

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).

Die andere Formel ist dhnlich.
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