D-ITET, D-CHAB, RW /CSE
Prof. Dr. Thomas Willwacher Analysis I : Losung 9 HS 2017

Seien a € R und f,g,h : R — R mit der folgenden Eigenschaft: existiert & > 0 so dass h(z) # 0 fur
alle z € [a —e,a + ¢] \ {a}. Schreiben wir

f(@) = g(x) + Oa(h(x))

wenn

ist.
Beispiel. Wenn die Reihe

f2) =Y an(z—a)"
n=0
ein positiv Konvergenzradius habe, gilt fiir alle n € N

ai(z = a)* + Oq(|z — a|"*™),

By
—
N
~—
I
b
M-
=)

da
. 1 = B\l _ = k—(n+1)| _
;lglz W(f(z)—z:ak(z—a) )’_zhlg Z ar(z —a) = |an+1| < o0.
k=0 k=n+1
I.
(a) 1. Es gilt
1
li =0. 1
ng;o log(x) 0 (1)
Also ist fiir alle n € N
P e log(z) n
— = — =exp | zlog(z) (1 - —— — oo.
en ene —_— log(z) z—00
— 0 %,—/
T—roo — 1 wegen (1)
2. Wir haben wegen Serie 8, III. (a) fiir alle n € N
lim — =0
rx—oo el
also gilt auch, denn
lim Yz = oo,
Tr—r0o0
die Gleichung
. r
zhﬁrgo = 0 (2)
Sei y = e”. Dann y — oo wenn x — oo und
. _ log(y) _ log(y) 3)
P T

Folglich gilt wegen (2) und (3)
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(b) 1. Wir haben fiir alle a > 0

lim e* = oo
Tr—r o0

lim alog(z) = oo
r—00

also gilt

z® = ealo8®) 5 oo,
T—r00

2. Es gilt fiir alle a > 0
lim e® =0,
xr—r—00
lim alog(x) = —oc0
z—0

also

7% = % log(z) 0.
z—0

1
3. Seien a > 0, b= — > 0, und m € NU {0} so dass m < b < m + 1. Dann gilt fir alle z > 0
a

e 1 s " gj"H'l_b
- = - > —
x? xbnzzon! ~ (m+1)! 200
also
0 =% W
Da
1
lim — =0
z—o00 ¢
folgt wegen (4) (und ab = 1)
lim — =0
r—00 4T
Folglich gilt (mit y = e*)
1
lim 28W) _ i E
y—00 ya z—o00 AT

4. Es gilt (mit y = —log(z))

o — lim e (—y) = lim —2 —
lim 2" log(2) = lim e~ (=) = lim =T =0.

II.

n

1. FirO<z < 1ist {x} eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibniz Kriterium konver-
n ) pen

giert die Reihe 327 (—=1)"~'Z und es gilt die Restglied Abschétzung:

n=1 n
e _1\k—-1
> ]

k=n-+1

ke 1

< .
n+1 " n+1

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass Y ., #z" =log(1l + x) fiir -1 < = < 1 gilt. Die

Restglied Abschitzung fiir 0 < z < 1 ist folglich dquivalent zu

1
n+1

no_1)k-1
log(z+1) — Z %xh

k=1

<

(5)
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2. Da die linkte Seite von (5) in x stetig ist, erhalten wir
n n
=D (D" 4 1
log(2) — ———— | =lim|l 1) — < .
o - 35 | o) - 3= <
k=1 k=1
und folglich
B n (_1)k—1 - 0 (_1)k—1
log(®) = Jim > =2
=1 k=1
ITT1.
1. Es gilt wegen I.
lim 1282 _
T—00 €T
also
zF = elogw(x) — 1
Tr—r 00
2. Wir haben
e’ =1+y+0(y*
also
ox(e 1 log?
o o g log(@) O<og2(z)>
n n
und
1 2
n (V2 —1) = log(x) + O ( = (@) — log()
3. Es gilt fiir alle z > —1
e" =1+2+0(z%), log(l+z)=xz+0(zl*) (6)
also haben wir fiir alle a« € R
(1 +x)a _ ealog(1+a:) _ ea:c+0(a2|a:|2). (7)
Wir haben fiir alle z € R
2
cos(z) =1 - 7 +O(fz]"),
also
4 1 2 1
n(lcos<)>n<w+0<n4>)+0<n:ﬂ> (8)
Folglich gilt wegen (6) und (8)
2\\" 2 1 "
(n+ 1 —ncos ()) = (1 +—-+0 (2)> =e2t0(5) — ¢,
n n n n—00
4. Es gilt fir alle z € R
sin(z) = 2 4+ O(|z]?). (9)
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Da sin(0) = 0 folgt arcsin(0) = 0. Definiere a; € R so dass
arcsin(z) = a1 + O(|z|?). (10)

Da sin(arcsin(z)) = z fiir alle —g <x< g folgt direkt wegen (9) und (10)

z = sin(arcsin(@)) = sin(a1z + O(|z|2)) = arz + O(|z|?) + O <|a1x + O(|x|2)|3> = a1z + O(|z[?)

also
a; =1
und
arcsifl(Zx) T g(m?) - ; +0(l=D) =3 %
5. Es gilt
sinh(z) =z + i +0(|z]?)
also
ML 0eP)

6. Es gilt

, T
xli)n;o arctan(z) = 5

also folgt wegen (7)

n—00 n

lim (1 N 2arctan(n)>n _

IV.

1. a® = e1°8(@) = 0 — 1. (Dabei folgt € = 1 direkt aus der Definition der Exponentialfunktion.)

2. al = ellosla) = glogla) — ¢ (Der Logaritmus ist per Definition die Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion.)

3. Aus der Eigenschaft e“t¥ = e¢“e? der Exponentialfunktion folgt

az-l—w — e(z+w) log(a) _ e? log(a)+wlog(a) _ e? log(a)ew log(a) _ a‘a.

4. Wenn wir den Logarithmus von a® = e®1°8(%) bilden, erhalten wir die Rechenregel log(a®) =

xlog(a). Damit folgt
(G,I)Z — elog(az)z — log(a)z _ a®*.

5. Aus elog(ad) — gh = elos(a)glos(b) — cloa(a)+log(b) folgt die Rechenregel log(ab) = log(a) + log(b).
Damit erhalten wir

(ab)z — elog(ab)z — elog(a)z+10g(b)z — elog(a)zelog(b)z = a?b>.

6. Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion folgt sofort die Rechenregel e* = €#. Mit der
Beziehung |z|? = 2% erhalten wir

2
‘62‘2 — eze,?: ez+2 _ e2Re(z) — (eRe(z))

Re(z)

und folglich |e*| = e . Hieraus folgt die allgemeine Regel:

|a elog(a)z _ eRe(log(a)z) — elog(a)Re(z) — aRe(z).

Z|_
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V.

1. Fir 2,y € R gilt

1 1 2

T+a2 1442

|z + 9]
1+ 22)(1 +32)

- || =l -v
Tlar )| Y

] [yl

<z -yl

Dabei haben wir verwendet, dass fiir alle z € R gilt

Ed
1+ 22

<

DN | =

Diese Abschiitzung erhilt durch umformen von (1 — |z|)? > 0. Wir haben somit gezeigt

lz—yl<é = |fl@)-flyl<d
und f ist gleichméssig stetig. (Die Rechnung zeigt, dass f sogar Lipschitz stetig ist mit L = 1).
2. Die Exponentialfunktion ist nicht gleichmaéssig stetig. Fiir § > 0 gilt
|€m+5 _em’ — (66 _ 1)
und die rechte Seite strebt gegen +oo fiir + — oo. Insbesondere kann sie nicht kleiner ¢ bleiben.

3. Diese Funktion ist nicht gleichméssig stetig. Betrachte die Nullfolgen

1 1
Ty = — e ——
" onr’ Yn nmw + /2

Fiir diese gilt offenbar
f(n) =sin(nm) =0, f(ya) =sin (n7+ 7 ) = (~1)".
Da x, und y, beide gegen 0 konvergieren, strebt der Abstand |z, — y,| gegen 0. Insbesondere

existiert fiir jedes § > 0 ein grosses n, sodass |z, —yn| < 0 gilt. Andererseits gilt |f(x,)— f(yn)| =1
fiir jedes n und somit kann die Definition der gleichméssigen Stetigkeit fiir ¢ < 1 nicht erfiillt sein.
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