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Seien a ∈ R und f, g, h : R → R mit der folgenden Eigenschaft: existiert ε > 0 so dass h(x) 6= 0 für
alle x ∈ [a− ε, a+ ε] \ {a}. Schreiben wir

f(x) = g(x) +Oa(h(x))

wenn

lim sup
x→a

∣∣∣∣f(x)− g(x)
h(x)

∣∣∣∣ <∞
ist.

Beispiel. Wenn die Reihe

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n

ein positiv Konvergenzradius habe, gilt für alle n ∈ N

f(z) =
n∑
k=0

ak(z − a)k +Oa(|z − a|n+1),

da

lim
z→a

∣∣∣∣∣ 1
(z − a)n+1

(
f(z)−

n∑
k=0

ak(z − a)k
)∣∣∣∣∣ = lim

z→a

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1
ak(z − a)k−(n+1)

∣∣∣∣∣ = |an+1| <∞.

I.

(a) 1. Es gilt

lim
x→∞

1
log(x) = 0. (1)

Also ist für alle n ∈ N

xx

enx
= ex log(x)

enx
= exp

(
x log(x)︸ ︷︷ ︸
−→

x→∞
∞

(
1− n

log(x)

)
︸ ︷︷ ︸
−→

x→∞
1 wegen (1)

)
−→
x→∞

∞.

2. Wir haben wegen Serie 8, III. (a) für alle n ∈ N

lim
x→∞

xn

ex
= 0

also gilt auch, denn

lim
x→∞

n
√
x =∞,

die Gleichung

lim
x→∞

x

e
x
n

= 0. (2)

Sei y = ex. Dann y →∞ wenn x→∞ und

x

e
x
n

= log(y)
y

1
n

= log(y)
n
√
y
. (3)

Folglich gilt wegen (2) und (3)

lim
y→∞

log(y)
n
√
y

= 0.
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(b) 1. Wir haben für alle a > 0

lim
x→∞

ex =∞

lim
x→∞

a log(x) =∞

also gilt

xa = ea log(x) −→
x→∞

∞.

2. Es gilt für alle a > 0

lim
x→−∞

ex = 0,

lim
x→0

a log(x) = −∞

also

xa = ea log(x) −→
x→0

0.

3. Seien a > 0, b = 1
a
> 0, und m ∈ N ∪ {0} so dass m ≤ b < m+ 1. Dann gilt für alle x ≥ 0

ex

xb
= 1
xb

∞∑
n=0

xn

n! ≥
xm+1−b

(m+ 1)! −→x→∞∞

also

lim
x→∞

ex

xb
=∞. (4)

Da

lim
x→∞

1
xa

= 0

folgt wegen (4) (und ab = 1)

lim
x→∞

x

eax
= 0.

Folglich gilt (mit y = ex)

lim
y→∞

log(y)
ya

= lim
x→∞

x

eax
= 0.

4. Es gilt (mit y = − log(x))

lim
x→0

xa log(x) = lim
y→∞

e−ay (−y) = lim
y→∞

−y
eay

= 0.

II.

1. Für 0 < x < 1 ist
{
xn

n

}
n∈N

eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibniz Kriterium konver-

giert die Reihe
∑∞
n=1(−1)n−1 xn

n und es gilt die Restglied Abschätzung:∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(−1)k−1

k
xk

∣∣∣∣∣ ≤ xn+1

n+ 1 ≤
1

n+ 1 .

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass
∑∞
n=1

(−1)n−1

n xn = log(1 + x) für −1 < x < 1 gilt. Die
Restglied Abschätzung für 0 < x < 1 ist folglich äquivalent zu∣∣∣∣∣log(x+ 1)−

n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n+ 1 . (5)
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2. Da die linkte Seite von (5) in x stetig ist, erhalten wir∣∣∣∣∣log(2)−
n∑
k=1

(−1)k−1

k

∣∣∣∣∣ = lim
x↑1

∣∣∣∣∣log(x+ 1)−
n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n+ 1 .

und folglich

log(2) = lim
n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1

k
=
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
.

III.

1. Es gilt wegen I.

lim
x→∞

log(x)
x

= 0

also

x
1
x = e

log(x)
x −→

x→∞
1.

2. Wir haben

ey = 1 + y +O(|y|2)

also

n
√
x = e

log(x)
n = 1 + log(x)

n
+O

(
log2(x)
n2

)
und

n
(

n
√
x− 1

)
= log(x) +O

(
log2(x)
n

)
−→
n→∞

log(x).

3. Es gilt für alle x > −1

ex = 1 + x+O(|x|2), log(1 + x) = x+O(|x|2) (6)

also haben wir für alle a ∈ R

(1 + x)a = ea log(1+x) = eax+O(a2|x|2). (7)

Wir haben für alle x ∈ R

cos(x) = 1− x2

2 +O(|x|4),

also

n

(
1− cos

(
2
n

))
= n

(
4

2n2 +O

(
1
n4

))
= 2
n

+O

(
1
n3

)
. (8)

Folglich gilt wegen (6) und (8)(
n+ 1− n cos

(
2
n

))n
=
(

1 + 2
n

+O

(
1
n2

))n
= e2+O( 1

n ) −→
n→∞

e2.

4. Es gilt für alle x ∈ R

sin(x) = x+O(|x|3). (9)
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Da sin(0) = 0 folgt arcsin(0) = 0. Definiere a1 ∈ R so dass

arcsin(x) = a1x+O(|x|2). (10)

Da sin(arcsin(x)) = x für alle −π2 < x <
π

2 folgt direkt wegen (9) und (10)

x = sin(arcsin(x)) = sin(a1x+O(|x|2)) = a1x+O(|x|2) +O
(∣∣a1x+O(|x|2)

∣∣3) = a1x+O(|x|2)

also

a1 = 1

und
x

arcsin(2x) = x

2x+O(|x|2) = 1
2 +O(|x|) −→

x→0

1
2 .

5. Es gilt

sinh(x) = x+ x3

6 +O(|x|5)

also
sinh(x)− x

x3 = 1
6 +O(|x|2) −→

x→0

1
6 .

6. Es gilt

lim
x→∞

arctan(x) = π

2
also folgt wegen (7)

lim
n→∞

(
1 + 2 arctan(n)

n

)n
= eπ.

IV.

1. a0 = e0 log(a) = e0 = 1. (Dabei folgt e0 = 1 direkt aus der Definition der Exponentialfunktion.)

2. a1 = e1 log(a) = elog(a) = a. (Der Logaritmus ist per Definition die Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion.)

3. Aus der Eigenschaft eu+v = euev der Exponentialfunktion folgt

az+w = e(z+w) log(a) = ez log(a)+w log(a) = ez log(a)ew log(a) = azaw.

4. Wenn wir den Logarithmus von ax = ex log(a) bilden, erhalten wir die Rechenregel log(ax) =
x log(a). Damit folgt

(ax)z = elog(ax)z = ex log(a)z = axz.

5. Aus elog(ab) = ab = elog(a)elog(b) = elog(a)+log(b) folgt die Rechenregel log(ab) = log(a) + log(b).
Damit erhalten wir

(ab)z = elog(ab)z = elog(a)z+log(b)z = elog(a)zelog(b)z = azbz.

6. Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion folgt sofort die Rechenregel ez = ez. Mit der
Beziehung |z|2 = zz erhalten wir

|ez|2 = ezez = ez+z = e2Re(z) =
(
eRe(z)

)2

und folglich |ez| = eRe(z). Hieraus folgt die allgemeine Regel:

|az| =
∣∣∣elog(a)z

∣∣∣ = eRe(log(a)z) = elog(a)Re(z) = aRe(z).
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V.

1. Für x, y ∈ R gilt∣∣∣∣ 1
1 + x2 −

1
1 + y2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ y2 − x2

(1 + x2)(1 + y2)

∣∣∣∣ = |x− y| |x+ y|
(1 + x2)(1 + y2)

≤ |x− y|
(
|x|

1 + x2 + |y|
1 + y2

)
≤ |x− y|.

Dabei haben wir verwendet, dass für alle x ∈ R gilt

|x|
1 + x2 ≤

1
2 .

Diese Abschätzung erhält durch umformen von (1− |x|)2 ≥ 0. Wir haben somit gezeigt

|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < δ

und f ist gleichmässig stetig. (Die Rechnung zeigt, dass f sogar Lipschitz stetig ist mit L = 1).

2. Die Exponentialfunktion ist nicht gleichmässig stetig. Für δ > 0 gilt∣∣ex+δ − ex
∣∣ = ex

(
eδ − 1

)
und die rechte Seite strebt gegen +∞ für x→∞. Insbesondere kann sie nicht kleiner ε bleiben.

3. Diese Funktion ist nicht gleichmässig stetig. Betrachte die Nullfolgen

xn = 1
nπ

, yn = 1
nπ + π/2 .

Für diese gilt offenbar

f(xn) = sin(nπ) = 0, f(yn) = sin
(
nπ + π

2

)
= (−1)n.

Da xn und yn beide gegen 0 konvergieren, strebt der Abstand |xn − yn| gegen 0. Insbesondere
existiert für jedes δ > 0 ein grosses n, sodass |xn−yn| < δ gilt. Andererseits gilt |f(xn)−f(yn)| = 1
für jedes n und somit kann die Definition der gleichmässigen Stetigkeit für ε < 1 nicht erfüllt sein.
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