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I. Zeigen Sie, dass jede monotone Funktion Riemann integrierbar ist.
II. Berechnen Sie für a, b, c, d ∈ R das Integral∫

cx + d

x2 + 2 ax + b

III. Bestimmen Sie mittels Partialbruchzerlegung die folgenden Integrale:

(a)
∫

t + 2
t2(t2 + 2) dt, (c)

∫
t4 + 1

(t2 + 1)2 , (e)
∫

dw

t3 + 1 ,

(b)
∫

t dt

t3 + t2 − t− 1 , (d)
∫

dt

t6 − 1 , (f)
∫

t3 arctan t dt.

IV. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

(a)
∫

sin2(t)e−t dt, (c)
∫

sinh(t) cos(t) dt, (e)
∫ √1− t√

t− t
dt,

(b)
∫ 1

1 + cos(t) dt, (d)
∫

t3
√

t2 + 1
dt, (f)

∫
dt√

1 + et
.

V. Wir betrachten für b > a2 die Funktionen

fk(x) = 1
(x2 + 2ax + b)k

, k ∈ N

und definieren die unbestimmtem Integrale (bzw. Stammfunktionen)

Fk(x) =
∫

fk(x) dx, Gk(x) =
∫

xfk(x) dx.

Beachte, dass diese Funktionen nur bis auf die Addition einer Konstante eindeutig bestimmt sind.

(a) Berechnen Sie explizite Ausdrücke für F1(x) und G1(x).

(b) Beweisen Sie, dass für k > 1 (und geeignete Konstanten) die folgenden Rekursionsformeln erfüllt
sind:

Gk(x) = 1
2− 2k

fk−1(x)− aFk(x)

Fk(x) = x + a

(2k − 2)(b− a2)fk−1(x) + 2k − 3
(2k − 2)(b− a2)Fk−1(x).

VI. Riemann-Summen. Berechnen Sie die Grenzwerte:

(a) lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2 , (b) lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2 + k2 , (c) lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + 2kn

,

(d) lim
n→∞

(
(2n)!
nnn!

) 1
n

, (e) lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + k

n

) 1
n

, (f) lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + k

n2

) 1
n

.

VII. Berechnen Sie die folgenden bestimmten oder uneigentlichen Integrale:

(a)
∫ 2

1
log(t)dt, (b)

∫ 1

0

t dt√
1 + t2

, (c)
∫ π

4

0
log (1 + tan(t)) dt,

(d)
∫ 1

0

√
1− t2dt, (e)

∫ eπ

1
sin(log(t))dt, (f)

∫ 1

0
log(1 + t2)dt,

(g)
∫ ∞

1

log(t)
(1 + t)2 dt, (h)

∫ 1

0

dt√
1 + et

, (i)
∫ π

2

0
sin(t) log(sin(t))dt.

Abgabe: Montag, den 18. Dezember 2017.
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