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Aufgabe 1.

1.

Sei z € Z. Da g surjektiv ist, existiert y € Y mit g(y) = z, und da f surjektiv ist, gibt es © € X
sodass f(z) = y gilt. Dann gilt aber (go f)(z) = ¢g(y) = z und da z € Z beliebig war ist g o f
surjektiv.

Seien z1 # xo € X. Da f injektiv ist folgt f(z1) # f(x2) und da g ebenfalls injektiv ist folgt
9(f(21)) # 9(F(22)). Insbesondere gilt (go f)(z1) (96 f)(w2) fir alle 21 # 2 in X und somit ist
g o f injektiv.

Sei z € Z. Da g o f surjektiv ist, gibt es ein © € X sodass (g o f)(z) = z. Insbesondere gilt
g(f(x)) = z und folglich ist f(x) € Y ein Urbild von z unter g. Da z beliebig war ist g surjektiv.

. Wir beweisen die Behauptung indirekt und zeigen wenn f nicht injektiv ist, dann ist auch g o f

nicht injektiv. Dies ist formal dquivalent zu der Aussage aus der Aufgabe. Wenn f nicht injektiv
ist, dann gibt es 1 # xo sodass f(x1) = f(x2) gilt. Dann gilt aber g(f(z1)) = g(f(x2)) oder
aquivalent (go f)(x1) = (go f)(x2). Also ist (g o f) ebenfalls nicht injektiv.

Aufgabe II.

Wir bestimmen fiir gegebenes y € (—1,1) die Menge aller Urbilder « € R. Diese sind die Lésungen
der Gleichung

f@)=y = (+|z)y=2= (1)

Insbesondere folgt, dass = das gleiche Vorzeichen wie y hat.

y > 0: Aus (1) folgt x > 0 und (1) ist dquivalent zu

l+z)y==z = y=z(1-y) = z:%.
y =0: Aus (1) folgt direkt = = 0.
y < 0: Aus (1) folgt x < 0 und (1) ist dquivalent zu
Y
1- = = =z(l+ < T=—
(I-2)y=x y=z(1+y) T+

Folglich besitzt die Gleichung (1) fiir jedes y € (—1,1) die eindeutige Losung f~*(y) = %

Aufgabe III.

1. Ja, denn es gilt:

fLAUB)={yeY|3Fxr € AUB:y= f(x)}
={yeY|FTreA:y=f(x)}U{y: Tz e B :y= f(x)}
= f(A) U f(B)

Nein, betrachte z.B. f : R = R, f(z) = 1, und A = [0,1] sowie B = [2,3]. Dann gilt f(AN B) =
f(0) =0und f(A) N f(B) = {1} #0.

Ja, aus (AN B) C A folgt sofort f(AN B) C f(A). Analog folgt f(AN B) C f(B) und folglich
f(ANB) C f(A) N f(B).

. Nein, siehe das Beispiel in (b).
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Aufgabe 1IV.

Wir geben zwei Losungsvarianten an:

Variante 1: Unter Verwendung der Formel |z|? = 2% gilt in komplexer Notation
|2 —2z] +2=0 <= 2(Z—|2|]+1)=0
und somit z = 0 oder Z — |z| + 1 = 0. Falls z die letztere Gleichung l6st, folgt z = |z| — 1 € R, und
damit z = —%.
Variante 2: Schreibe z = = + iy. Dann gilt

2? —zlz| + 2 =2 +y° — a2+ 2 — Vel + 2+ o+ iy
= (x2+y2—x\/x2+y27x> +i(yfy m2+y2>.
Folglich ist |z|? — z|z| + 2 = 0 genau dann erfiillt wenn

2y -2l g2+ =0 und y—yvae2+y2=0

beide erfiillt sind. Die zweite Gleichung gilt falls y = 0 oder 22 + y? = 1. Falls 22 + y? = 1 gilt, ist
die erste Gleichung dquivalent zu 1 = 0 und kann nicht erfiillt sein. Falls y = 0 gilt, ist die erste
Gleichung dquivalent zu

1
2 —zlr|+2=0 <= zz—|z[+1)=0 <= =0 oder z=—7
1
Dies liefert die Losung z = 0 sowie z = —3
Aufgabe V.
1. Sei
fn)=> ar, g(n)="> (ar—ax 1)
k=1 k=1
Es gilt
n n n—1
g(n) Zzak—zakq :f(n)—Zaj =f(n)—fn—1)—ao
k=1 k=1 j=0

aber f(n) — f(n — 1) = a, und folgt

2. Sei
fo)=TJar, 9mn)=]] o
k=1 k=1
Es gilt
g(n) = Z:l Ok _ f(n) 1 f(n) _ n
[Toey ar—1 "ra;  aof(n—1) ao
7=0 "I
3. Es gilt

also unter Verwendung von 1. gilt:

- 1 1 1 1
— = e ) =1- .
S wrrn =2 () = e

4. Unter Verwendung von 2. gilt:

n 1 n E+1 2n+1 1
() - -y -2
Pty n+k P n+k n-+1 n+1

2/2



