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Aufgabe 1.
1. Wir wissen aus der Vorlesung, dass f(z) := 2% differenzierbar ist mit der Ableitung f/(x) =

3z% (vergleiche Aufgabe 3). Da f(x) — +oo fiir # — 4oo gilt und f stetig ist, folgt aus dem
Zwischenwertsatz, dass f surjektiv ist. Man sieht leicht, dass f streng monoton wéchst und folglich
injektiv ist. Damit haben wir gezeigt, dass f bijektiv ist.

2. Wir bezeichnen die Umkehrfunktion mit f~!(y) := &y (wobei wir die Konvention ¢/=y := —/y
fiir y > 0 verwenden). Fir den Differenzenquotienten an der Stelle y = 0 erhalten wir (fiir h # 0):
SHO+R) =7 0) VR hi
h - h ’
Fir h — 0 strebt dieser Ausdruck gegen oo und konvergiert nicht. Folglich ist die Umkehrfunktion
f~%in 0 nicht differenzierbar.

Aufgabe II.

(a) Es gilt fiir alle y € R\ {0}
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(b) Es gilt
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wir/—— .~ nlog(n+1)—(n+1)log(n) n? log?(n +1) — (n+ 1)21log?(n) log®(n)
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Dann gilt
1 1
nlog(n+ 1) — (n 4 1) log(n) = nlog (n (1 + n)) — (n+1)log(n) = —log(n) + nlog (1 + n)
1
=—log(n)+1+0 (n)
1
n?log?(n +1) — (n+ 1)?log?n = n? (log2 n + 2log(n) log (1 + > + log? (1 + 1)) —(n+1)%log*n
n n

= —2nlog?(n) + O(nlog(n)) (2)

Folglich gilt wegen (1) und (2)
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(c) Es gilt fiir alle y > —1

arctan(y) = y — ‘% +0(y°)
also
4
V14222 —1 =2 - ?4-0(.%6)
4 4
arctan(y/1 + 222 — 1) = arctan <x2 — % + O(m6)> =22 - % + O(x9).
Folglich gilt
arctan(v1l+222 —1) 1 _ 1 +0(?) — _1.
xt x? 2 z—0 2

I1I1.

(a) Die Funktion f ist differenzierbar iiber R\ {0} und gilt fiir alle 2 # 0

1 T 1
— = > 0 falls x > 0,
o 14z (T+2)2 (1+2)? s
+ = 2>Ofaullsﬂc<0.

11—z (1-2)2 (1-2)
also f ist stark monoton steigend und f hat keine lokalen Extrema.

(b) Die Funktion f ist differenzierbar tiber (0,00) \ {1} und fiir alle z € (0,00) \ {1} gilt

>0 falls z > e
1 1 log(z) — 1

= — = <0falls z<e
log()  log?(@)  log’()

f'(x)

=0 falls z = e.

Dann ist die Funktion f stark monoton fallend iiber (0,1) und (1, e), und stark monoton steigend
iiber (e, 00). Folglich f hat an der Stelle = e ein lokales Minimum, aber die Minimum ist nicht
global, da

lim ——
«11 log(x)
(c) Es gilt
<0Ofalls 0<x <1

] 1
fl(x) = 42® — 322 —x = x(42® — 32 — 1) = 4a(x — 1) <x+4) >0.,falls 1<z <2
=0 falls z = 1.

Folglich ist die Funktion f stark monoton fallend iiber [0, 1] und stark monoton steigend iiber [1, 2],
also f hat an der Stelle = 1 ein globales Minimum. Da f(0) = —1 und f(2) = 5 folgt dass f hat
an der Stelle x = 2 ein globales Maximum.
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