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Dr. Andreas Steiger

Analysis I

LOsung - Serie 8

1. MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. Seiz :=2exp (%4) - (5v/3 + b i). Fiir welches b € R ist z eine reelle Zahl?

HS 2017

(a) %
(b) V3

©) ﬁ

@ 53

v/ (e) Keines von diesen.
Es gilt
: = 26xp(%i) (5V34b-i) =2 (?—i—;z) - (5v/3 + bi)
= 154+ bV3i+5V3i—b=(15—b) +i-(bvV3+5V3).

Die Zahl ist reell, wenn der Imaginérteil verschwindet, und dies ist fiir b = —5 der Fall, welches nicht
auftaucht.

Bitte wenden!



v

2. Sei z := /2 + V2 +i\/2 — /2. Dann ist 28 gleich
(@) 64(iv2—/2).

(b) —32(iv2 - V2).

(¢) 6dexp(idm).

(d) 64exp(idm).

Um uns die Arbeit zu erleichtern, verwenden wir, dass 2® = (22)3. Wir berechnen zuerst 22 mit Hilfe
der binomischen Formel,

22 = (\/2+x/§+z'\/2—ﬂ>2: (\/2+\/§)2+2i\/2+\/§\/2—\/§+(i\/Q—ﬂ>2
=24+ V24 2i/22 — (V2)2 — 24+ V2 = 2v2 + 2iV/2.

Wegen |2?| = /8 + 8 = 4 und @ = sin 7 = cos 7 erhalten wir mit Hilfe der Eulerschen Identitit die
Polarformdarstellung

2% = 4(§ + ’L?) =4dexp(if).

Daraus folgt schliesslich

2= (%)= (4 exp(z%))3 = 64 exp(idm).

Siehe nichstes Blatt!



3. Alle schwarzen Punkte in der unten stehenden Figur entsprechen Losungen der Gleichung . . .

1/2 =~
Re
8 _ 1
@ 2% =55
b) 0=
© =3
6 _ _ 1
(d) zn = T 64
Korrekt!
Offenbar gilt
i\® (-1 1
2) 23.25 64’
sodass % eine Losung von 28 = —6%1. Alle anderen Losungen erhélt man durch Multiplikation dieser
Losung mit allen sechsten Einheitswurzeln e%"“,(k =1,...,5):
zk:%f%'lﬂ k=1,...5.

Dies sind gerade die Punkte auf dem Kreis um 0 mit Radius 3, welche man erhlt, wenn man % immer
wieder um 60° weiterdreht; also gerade die abgebildeten Punkte.

Bitte wenden!



4. Es seien z,w € C komplexe Zahlen mit z* = 1 und w® + i = 0. Welche der folgenden Zahlen ist
ein moglicher Wert der Summe 2z + w?

@ 0
®) 3 -
© 1

d 1+i%2
Die Losungsmengen fiir z* = 1 und w® = —i ergeben sich zu

{zeC:2* =1} ={1,i,—1,—i}

{@w:}{ﬁi%}

Damit ist 0 = —i + 4 ein moglicher Wert der Summe 2z + w fir z € {z € C : 2* = 1} und
we {weC:w=—i}.

Siehe nichstes Blatt!



5. Es sei

A= {rew :r € 0,1],p € {—g,—%}} cC

und es sei f: C — C gegeben durch z — z2. Welche der folgenden Mengen entspricht f(A)?

(@) a)
(b) b)
© ©
@ d
Es gilt

f(re’?) = re'rel? = r2e'?%,

Beachte f([0,1]) = [0,1], d.h. die Funktion = ~— 27 ist surjektiv auf [0,1]. Weil 2[—%, —%] =
[—m, — 5] ist Antwort b) richtig.

Bitte wenden!



2. Finde alle Losungen z € C der Gleichung

284+ (1-3i)2° =2 —2i = 0.

Losung:
Mit der Substitution u = 23 ergibt sich die quadratische Gleichung
u? + (1 —3i)u —2—2i=0.

Mit quadratischer Ergédnzung folgt

1-3i\° 1 1
=242 +-(1-3)2%= 24
(u—!— 5 ) —|—z—|—4( 3i) 5

Gesucht ist somit w = z + iy € C mit w? = x? — y* + 2zyi = 1i. Aus den beiden Gleichungen
2?2 — y? = O und 22y = 1/2 folgt
4 1
YT 16
mit den reellen Losungen x = +1/2. Also sind mit w = (1 4 4)/2 oder w = —(1 + i) /2 die Wurzeln
gegeben. Fiir den gesuchten Wert u erhalten wir die beiden Moglichkeiten

1+3_ 2i
U=w-— -+ i =
2 2 1+

2i:2(cosg+ising)

In Polarkoordinaten ist

und 3 3
—14+i=+2 cos 2% +isin—ﬂ- .
4 4
Losungen der Gleichung 2% = wu erhalten wir aus der Polarkoordinatendarstellung von u, indem die
dritte Wurzel des Betrags gezogen wird und das Argument ¢ durch 3 geteilt wird. Um alle moglichen
Argumente im Intervall [0, 27| zu bekommen, miissen wir noch die weiteren Moglichkeiten (p 4 27)/3
und (¢ + 47)/3 beriicksichtigen. Insgesamt erhalten wir

z1:2% cosf—i—zsm6)
1 5%
29 = 23 cos——&—zsmz
1 3’/T
23 = 23 <cos +zsm2)
2422é cosf—i—zsm4>
é 117TJr 11w
= CcoS — + isin ——
12
9% 4 isin 197
= cos— 18
12

Siehe nichstes Blatt!



3. Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen u, v € € mit der Eigenschaft

1 1 1

v v u+4ov

Hinweis: Substituieren Sie z = %

Losung:

Zunichst beobachten wir, dass die Gleichung nur gelten kann, wenn u # 0,0 # 0 und v + v # 0 gilt.
Setzen wir z = v/u, so folgt aus der gewiinschten Identitét

1
1= u+v+u+v R
] v z
bzw. die quadratische Gleichung
224+ 24+1=0.

Mit quadratischer Ergénzung,

2
1 3
0 =22 1= - =z,
2+ 2+ (z+2> +4

bestimmen wir die beiden Losungen dieser Gleichung

V3

1
ALY
S T

Mit diesem Resultat fiir z erhalten wir zu jedem v € C \ {0} zwei Zahlen
1 )
Ve =5 (1 :sz/g) u,

fiir die die gewiinschte Gleichung erfiillt ist.

4. Es sei das Gebiet

B:{ze@\{o}‘lm<2;2> >0}

a) Skizzieren Sie das Gebiet B in der komplexen Ebene.

gegeben.

Fiir z = x + 1y gilt

z+2 r+iy+2 z4+iy+2 (—iz—y)(lz+iy+2)
iz i(x + iy) T ir—y (—iz —y)(iz — y)
_ —ix? + zy — 2ix — xy —iy® — 2y
N x? 4+ y?
_ —2y —2x — 22 — y2i

12 + y2 + 12 + y2
Das Gebiet B ist damit gegeben durch

2\ -2z —a%—y?
m (22 2T oY,
iz x? 4 y?

Bitte wenden!



Umgeformt ergibt das

2\ 22— 2% —y?
m (22 =TT 2V
iz 2 + 92

2z —az2—y> >0
0> 2% 422 + 32
0> (x+1)2 =1+
1> (z+1)2 + 42

t o0

¥

Das Gebiet B ist also das Innere des Kreises mit Mittelpunkt (—1,0) und Radius 1. Der Rand
gehort nicht zur Menge.

15F T T T T |

1.0 T

0.5 T

0.0 X

-05r T

-1.0r T

-15 O I I I I |
-25 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5

b) Das Polynom z3 + %,22 + 7z + 6 hat eine komplexe Nullstelle mit Realteil gleich —1. Bestimmen
Sie alle Nullstellen dieses Polynoms. Wie lauten die Nullstellen in Polarform?

Wir bemerken zuerst, dass —1 keine Nullstelle des Polynoms ist und folglich die Nullstelle mit
Realteil —1 nicht reell ist. Da solche Nullstellen fiir Polynome mit reellen Koeffizienten immer in
komplex konjugierten Paaren auftreten, hat das Polynom zwei Nullstellen von der Form

21,2 = -1+ iy.
Somit miissen wir vom Polynom einen Faktor der Form
(z4+1+iy)(z4+1—iy) =22 +22+ 1442

abspalten konnen. Polynomdivision ergibt

(z° 4122 472 +6 )i (FPH2z41+yY) =243
—(z* 4222 4+(1+9)z )
322 4+(6-9°)z 46
~( 52° 0 432 +31+yY) )
2 9 3 2
B-y)z  +(G—-3v)
Es bleibt also der Rest
2 3?/2
B-y)z+ 5 - 5

Siehe nichstes Blatt!



iibrig und dieser muss gleich 0 sein. Es ergibt sich also y = 4-1/3 und die drei Nullstellen lauten
in Normalform

3
21:—1—|—\/§i, Zgz—l—\/gi, 2’3:—5.

In Polarform lauten diese somit

2mi —2mi 3
z1=2e3, 29=2e 3 , 2z3=—¢

¢) Welche dieser Nullstellen befinden sich in B?

In 1.a) haben wir gesehen, dass alle Punkte z = = 4 ¢y in B die Ungleichung
1> (z+1)° +4°

erfiillen miissen. Es folgt z; ¢ B, 25 ¢ B, 23 € B.

5. Finde in der komplexen Ebene alle Losungen der folgenden Gleichungen. Gebe die Losung jeweils auch
in Polarform an.

a) 26 =-8
Die Gleichung lisst sich als 26 = (1/2)%¢'™ darstellen, also sind die Losungen in Polarform
2k = \/56(%+k'%w)i, k=0,...,5;
also v/2e57, v/2e 57, /2, /2T, /2651, /2075

In Normalform lauten die Losungen

b) 2° —8(—1—iV3)z =0

Wir klammern zuerst aus:
25— 8(—1—iV3)z = 2(2* — 8(—1 - iV3)) = 0.

Offensichtlich ist also z = 0 eine Losung. Fiir den anderen Faktor erhalten wir mit der Polardar-
stellung z = re'® die Gleichung

2= rtet = 8(—1—iV3) = 16¢'5 .

Bitte wenden!



Die weiteren Losungen lauten damit in Polarform

2 = 2eGEHRT)N B =0,1,2,3.

In Normalform sind die Losungen der Gleichung also

20 =2€'5 =1+414V/3,
z1 = Qei%ﬂ = —\/g—i—i,
Zo = 2t = —1 —i\/g,
23:2ei11Tﬂ :\/g—i;

und z4 = 0.

¢) 323 — 1222 4+ pz 4+ q = 0, wobei z; = 3 + i eine Losung der Gleichung sein soll und p, g reelle
Koeffizienten sind, welche noch bestimmt werden miissen.

Da siamtliche Koeffizienten reell sind, muss nach einem Satz aus der Vorlesung neben z; auch
z9 = Z1 eine Nullstelle des Polynoms sein. Damit folgt, dass (z — 21)(z — 22) ein Faktor des
Polynoms ist. Nach dem Hauptsatz der Algebra gibt es auch noch eine weitere Nullstelle z3, welche
reell sein muss (Nullstellen sind reell oder treten in komplex konjugierten Paaren auf; aber es sind
in diesem Fall nur drei). Das ergibt:

—
<~

325~ 1222 +pz+q = 3(z—B+9)(z—(3—1))(z — 23)
32— 1222 4+ pz+q = 3(2° —62+10)(2 — z3)
32 1222 4+ pz+q = 32° — (18 4+ 323)2% + (30 + 1823)z — 3023.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir zur Bestimmung der drei Unbekannten p, g, z3 die Glei-

chungen:

12 = 184 3z3 = z3=-—2
p = 30+1823 = p=-6
q = —30z3 = q=60

Zusammengefasst sind die jeweiligen Normal- und Polarformen der Losungen

2 =3+i= \/Eeiarctan(l/B)’
29 =3—4= /106—iarctam(l/?))7

25 = —2 = 2™,



