D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2016
Dr. Andreas Steiger

Losung - Schnelliibung 4

1. Ein Kreis vom Radius 7 rollt im Innern eines Kreises vom Radius R ab. Die Kurve 7(t), die dabei ein
fester Punkt P auf dem Rand des kleinen Kreises beschreibt, heisst Hypozykloide.

a) Bestimme (¢) allgemein (im Fall » < R).

b) Was ergibt sich im Spezialfall R = 4r?

¢) Was ergibt sich im Spezialfall R = 2r?
Losung:

a) Die Parametrisierung einer Hypozykloide finden wir folgendermassen: Zunéchst finden wir eine
Parametrisierung d(t) des Mittelpunktes M des kleinen Kreises und iiberlegen uns danach, welcher
Vektor b(t) zwischen M und P liegt. Daraus erhalten wir 7(t) = @(t) + b(t). Wir legen fest, dass
der kleine Kreis im Gegenuhrzeigersinn abrollt und mit ¢ € R bezeichnen wir den Winkel (im
Bogenmass), welcher M bereits zuriickgelegt hat. Fiir £ = 0 nehmen wir weiter an, dass P auf der
x-Achse liegt.
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Es ist klar, dass sich M auf einem Kreis mit Radius R — r im Gegenuhrzeigersinn bewegt. Es gilt
also

o cost

at)=(R—-r) <Sint) .

Aus der Geometrie des Problems ist klar, dass der (variable) Beriithrpunkt der beiden Kreise beim
Winkel ¢ eine Distanz von Rt zuriickgelegt hat. Alle Punkte auf dem kleinen Kreis bewegen sich
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also relativ zu diesem Beriihrpunkt ebenfalls um diese Distanz im Uhrzeigersinn, also gilt fiir den
Winkel «(t) zwischen P und dem (variablen) Beriihrpunkt

ra(t) =Rt <— at)=—.
Um b(t) zu bestimmen, sind wir jedoch nicht an «(t) interessiert, sondern am Winkel zwischen

b(t) und der Horizontalen. Wie wir aus der Skizze sehen, ist dieser Winkel gleich

Rt Rt —rt R—r
alt)—t=——t= = t,
T r r

es ergibt sich also

o+ 245

0= (50) = a0+ - e (Gnf) 40 (LnBEER).

b) Einsetzen ergibt

und damit

|3

" 4 \ 3sint —sin3t

Diese Kurve wird auch Astroide genannt, die z- und y-Achse sind die asymptotischen Tangenten
in den vier Spitzen.

. R (3cost+ cos3t
0= ).
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Bemerkung: Fiir R = nr, n € N ergibt sich analog

R ((n — 1) cost + cos(n — 1)t> .

y(t) = n \(n—1)sint —sin(n — 1)t

Diese Kurve hat n Spitzen, welche die Eckpunkte eines regelméssigen n-Ecks bilden.
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¢) Einsetzen ergibt

o R (cost R cost\ cost
() = 2 (sint) + 2 (—sint) - R( 0 ) ’

Somit bewegt sich P nur auf der x-Achse hin und her!

2. Es sei

fx)=nz" +(n—Da" 4 +1,

g(z) =In(e” — ) In(e” — xz) -+ In(e® — 2").
Zeige, dass gilt f(z) = O(g(z)) mit z — 400 und g(x) = O(f(z)) mit z — +oc0 .

Losung: Beachte

X .Z‘k xk
In(e” — xk) =1In (e”’( — )) = 1In(e®) + In <1 _ >
e’ er
Deshalb gilt
In(e” In(e*
i 2D n(e’) —1.
z—+too In(e® — xk) a0 In(e7) + In ( _ Ll:)
Wir konnen also folgende Rechnung durchfiihren
lim nz™ +(n— 1" 4. 41
a—+oo In(e* — ) In(e® — z2) - - In(e® — )
_ In(e”) In(e*) naz" 4+ (n— 1)x"71 N |
~ zotoo In(e® —x)  In(e® — zn) In(e®)n '
Es gilt
. onz"+(n—1z" 4+ 41 . na” .
lim = lim +--4+ lim — =n
T—+00 In(e*)n z—+oo ™ z—+oo TN
und deshalb
1- f(x) _
im —% =n,
T—~+00 g(a:
also f(z) = O(g(z)) mit z — 4o0.
Es gilt
. In(e® — ) In(e® — 2?2)---In(e® — ™)
lim
T—+00 nx” 4+ (n—1)a" 1+ 41
— lim na” In(e® — x) In(e* — 22) -+ - In(e® — a™)
Catoonat 4 (n— Dan—t 4. 41 nx" '
Weil

In(e® — x) In(e® — 22) - - - In(e® — ™)

nx"

In(e”) + In (1 - e%)) (ln(e“) +1In (1 - i:)) nin
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folgt

g(z)

s5too f(2)

= lim nz” 1+u 1+M l
oo i+ (o= a1 A T : rag b

Wir haben also gezeigt, dass g(x) = O(f(z)) mit x — +o0.

. Bestimmen Sie die Kriimmungsfunktion ¢ — k(t) sowie die Evolute ¢ — Z(¢) der kubischen Parabel
t e 7(t) = (t,t3),t € R.

a) Wo wird die Kriimmung minimal oder maximal? (Beachten Sie hierbei das Vorzeichen.)

b) Wie verhilt sich Z(t) in der Nihe von ¢t = 0?

Losung: Wir definieren z(¢) = t und y(¢) = t3. Die ersten und die zweiten Ableitungen dieser Funk-
tionen sind

B(t)=1,  gy(t) =33

Z(t) =0, j(t) = 6t.

Aus den Formeln fiir die Kriimmung und Evolute von 7 folgt, dass
Ty — Yy 6t

k() = =

(L'E2 + 92)3/2 (1 + 9t4)3/2

fiir ¢ € R ist und

)

-2 :2 -2 "2
Z(t)Z(:c—x gy ST x)

Ty — Y Ty — Yz
L+ott 5 5 149t
=(t— -3t%, ¢
( 6t g

_(t—9t° 1+15¢

B 2 7 6t
fir t € R\ {0}. Die Evolute ist an der Stelle ¢ = 0 also nicht definiert. Dies lisst sich dadurch erkliren,
dass die Kurve dort einen Wendepunkt besitzt, also Kriimmung Null hat.

a) Die erste Ableitung der Kriimmung ist

6(1 — 45t%)

E'(t) = ETORER

Darum hat £ mogliche Extrema an den Stellen ¢ = +45-1/4_ Um zu bestimmen, ob es sich dabei
um Maxima, Minima oder Wendepunkte handelt, konnten wir die zweite Ableitung der Kriimmung
berechnen und das bekannte Kriterium verwenden. Hier wollen wir uns dies jedoch ersparen und
beschreiten einen anderen Weg. Es gilt namlich

Jim k(1) =0, E(45~Y4) > 0 und k(—45"1/%) < 0,
—+o0

somit liegt an der Stelle t = —45~1/4 (bzw. t = 45~ /%) ein globales Minimum (bzw. ein globales
Maximum) der Kriimmung vor.
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b) Fiir kleine ¢ ist Z(t) asymptotisch zu 5(t) = (%, &-), da die hoheren Potenzen von ¢ vernachléssig-
bar sind.

4. Die Astroide ist durch folgende implizite Gleichung gegeben
.T2/3 + y2/3 = 1.

Finde die Gleichung der Astroide in Polarkoordinaten (d.h. o = f(¢), ¢ € [0, 2]). Fiir welche Winkel
¢ € [0, 27] ist der Radius ¢ minimal?

Losung: Es sei o = f(v). Somit gilt
z = f(p)cos(p), y = f(p) sin(e).

Weil
132/3 +y2/3 — 1’
folgt
F(@)"* (cos()*? +sin(p)¥?) =1
und deshalb 1
fle) = 3/2°

(cos(g)?/3 + sin(yp)?/3)

3 2cos(p)  2sin(yp)
3{/Sin(</:) 3%/005(@)
2

2 (sin§ (¢) + cos3 (@))5/2

Wir berechnen

flp)=—

Und somit f’() = 0 genau dann wenn

cos(p) sin(p)

sin(p)1/3  cos(p)1/3’

was dquivalent zu
cos(p)!/? = sin(p)!/? <= |cos(p)| = [sin(e)]

ist. Es gilt |cos(p)| = [sin(¢)| genau dann wenn ¢ = § + k7, wobei k € Z (das iiberlegt man sich am
besten am Einheitskreis). Weiter gilt

2
o (2 2 ) (gt
3 \/sm(go 3 %/COS(LP) 3
f(p) =

COS

winN

%( )_ 2sin?(p) _ 2 cos? (<p)>

1
9cos3 (p) 9sin3 (¢)

2 /2 N 2 5/2
4 (sin? (p) + cosﬁ(go)) 2 <Sin§(<p) + cosﬁ(ap))

Essei pg = § 4 k5 und d = |cos(¢o)| = [sin(yo)|. Man erhilt

3(—§d%—§d%—2di—2dz> 3.8.423 811 2
f”((,O)ZO— 9d3 9d3 — 9 _ = —=2>0
0 ) (d% N d§>5/2 2.95/245/3 ~ 395/24 3 )

weil d = *2. Somit hat die Funktion f: [0,2x] — R an den Punkten T 3; 2, T lokale Minima.
Weil die Funktlon f periodisch ist mit Periode 7 und die Punkte 7, 34” , 5: , & die einzigen kritischen
von f sind, handelt es sich dabei sogar um globale Mimima.

(Beachte, dass f genau an den Stellen 0, 7, , 2 T 27 nicht differenzierbar ist. Weil aber f(0) = 1 >
f (%) handelt es sich bei dlesen Punkten nicht um globale Minima. Es gilt tats¢hlich sogar, dass der

Radlus an den Stellen 0, 7, 7, 2 , 2m maximal wird.)
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Abbildung 1: Graph von o = f(y)



