D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2017
Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 10

T dt
1. 1. Sei f(x) := ——. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
f(x) /0 NG g g g
@ f(1)<o.
(b) f(~1)>0.

© f(=3)<o.
@ f(0)>o0.

Die Funktion g : ¢ +— \/ﬁ ist tiberall positiv. Deshalb gilt fiir alle a < b wobei g(t) auf [a, b] definiert

b
ist, dass das Integral /

a

a b
g(t)dt positiv ist. Deshalb ist (a) falsch. Weil / g(t)dt = — / g(t)dt und
b a
b
/ g(t)dt > 0 falls a < b, erhalten wir, dass (b) falsch ist und dass (c) richtig ist. Die Teilaufgabe (d)
a

0
ist falsch, weil / g(t)dt = 0.
0

Bitte wenden!



2. Berechne die Partialbruchzerlegung von

322 — 2z +3
-2 —ax+1

(a) mil + %Jrl + (mfl)z :

3 2 2
(b) z+1 + x+1 + (z—1)2"

(© %H + :L’LH + (231)2'
@ 5+t e
Beachte

(x—1D*(z+1) =22 —z+1.

Man kann also den Ansatz

32 -2z +3 A N B N C
p»-z2—2+1 -1 z+1 (z-1)2

machen. Durch Multiplikation mit (z — 1)?(z + 1) und Koeffizientenvergleich berechnet man A =
1,B=2,C=2.

Siehe nichstes Blatt!



o dz
3. Welche der folgenden Subtitutionen kann verwendet werden, um das Integral — als
2+ cos(x)
2du
5 auszudriicken?
3+u
(@) u?=2cos(x)+ 1.
Es gilt cos(z) = “2271 und folglich
/ dx . / dx _ / 2dx
24 cos(z) 24_#7 34 u2’
dx 2du
Allerdings ist du/dx = — si 2 +1#1, / / folgt.
erdings ist du/dx sin(z)/+/2 cos(x) # 1, woraus 5T cos() #* 12 olg
(b) u=2+ cos(z).
. . L. du . dx du L
Es gilt du = —sin(z)dz und folglich ist dz = ——=%%—~. Somit ist = - - . Damit dieses
sin(x) 2 + cos(x) u sin(z)
2d
Integral gleich / Hiug ist, miisste —u sin(z) = # gelten. Dies ist allerdings nicht der Fall. In der Tat ist —u sin(x)
w
negativ fiir z = 7 /4, wihrend 3+2“2 immer positiv ist.
(©) u=tan(z/2).
Es sei u = tan(z/2). Dann gilt du = ﬁ?zm und somit dz = 2 cos?(x/2)du. Als Nichstes driicken wir cos? (z/2)
durch Terme in u aus:
i 2 +4/1— 2(x/2
w = tan(z/2) = sin(z/2) _ cos?(z/ )
cos(z/2) cos(z/2)
Schreiben wir diese Gleichung um, so erhalten wir cos?(z/2) = u%ﬂ Folglich ist also dz = u%drl und
1 1 2
/ dr = / du.
2 + cos(x) 2+ cos(z) \u2+1
Nun miissen wir cos(z) durch Terme in w ausdriicken. Unter der Verwendung der Doppelwinkelformel fiir den Kosinus
folgt cos(z) = 2cos?(x/2) — 1 = u22+1 —-1= i;zj . Damit gilt also, wie gewiinscht,
1 2 1 2 2du
_— du= | ————5 | 5 |du= .
2+ cos(z) \u2+1 94 1=u? \u2 41 3+ u?
1+u?
(d) u=4tan(z).
2
In diesem Fall ist du = Co%a) und folglich dx = w. Wie in der Losung zu (c) gilt
w = dtan(z) 4 sin(z) _ 41— cos?(x)
cos(x) cos(z)
und somit cos?(z) = u217<‘§16' Daraus folgt, dass dz = u;‘i“w und cos(z) = \/ﬁ gelten. Folglich ist

/ 1 J / 1 ( 4 ) 4 / 2du
—_——dadxr = U = .
2 + cos(x) 24 ﬁ u? 4 16 u? + 16 + 2v/u2 + 16

2 —2_ fiir alle u.

Allerdings gilt ———F—— <
B B e lerav/uztio © w243

Bitte wenden!



4. Es sei u = sin(x). Durch Substitution folgt

T u(m) U 0 U
xsinxda::/ du:/ du =0,
/(; ( ) u(o) du/d.’l; 0 du/d.’L‘

a
da / g(t)dt = 0 fur alle Funktionen g auf R und a € R gilt. Allerdings folgt durch Verwendung

der partiellen Integration, dass / zsin(z)dr = [sin(z) — zcos(z)]; = 7 # 0 gilt. Welcher der
0

folgenden Sitze beschreibt, worin der Fehler unserer Uberlegungen liegt?
(a) Die Funktion sin(x) — x cos(z) ist keine Stammfunktion von z sin(z).
(b) Die Grenzen der Integration sind falsch.

(¢) [ g(t)dt = 0 stimmt nicht fiir alle Funktionen g.

(d) Wir konnen die Substitution u = sin(z) nicht verwenden, da die Funktion  +— sin(z) auf dem
Intervall [0, 7] nicht injektiv ist.

Der Beweis, der mithilfe der Substitution u = sin(x) zeigt, dass / xsin(z)dx = 0 gilt, ist falsch,

0
wihrend der andere Beweis, der mithilfe partieller Integration zeigt, dass das Integral gleich 7 ist, kor-
rekt ist.

Die Substitution v = u(z) kann nur dann verwendet werden, um ein endliches Integral ff g(x)dz mit
a < b zu berechnen, wenn die Funktion  im Intervall [a, b] injektiv ist. Falls u nicht injektiv ist, dann
impliziert der Mittelwertsatz, dass ein £ € (a,b) mit v/({) = 0 existiert. Es gibt also eine Stelle im
Intervall (a,b), an der 4 = 0 ist. Somit kénnen wir dz nicht als dz = f(u)du anschreiben. Dies ist
jedoch essentiell, um die Substitution durchzufiihren.

Siehe nichstes Blatt!



5. Die verkiirzte Zykloide ist die Kurve die von einem Punkt auf einem rollenden Rad beschrieben wird.
Eine Parameterdarstellung ist

z(t) = at—bsint
y(t) = a—bcost,
mit ¢ > b > 0. Berechnen Sie den Fldcheninhalt der geférbten Fléche.
257
20F

151

1.0}

05"

e —
0 1 2 3 4 5 6

(@) (2a* +b* — 2ab).
(b) (2a% — 2a + b% + 2b)7.
© (2a% +v?)r.
(d)  (b* + 2ab)T.
Um die Flichenformel -
/ ydx
zo
di:
dt

zu beniitzen, berechnen wir
=a — bcost,

und also
dx = (a — beost)dt.

Die Zahl a ist der Radius des rollenden Rads; b ist der Abstand des Punktes zum Mittelpunkt des Rads.
Der gesuchte Flacheninhalt ist gleich

2m 2ma
F:/ (a—bcost)(a—bcost)dt—/ (a —b)dzx
0 0

2
= / (a® — 2abcost + b? cos? t) dt — 2mwa(a — b)
0
2m
1 2t
:/ <a2—2abcost+b2 . +C;)S<)> dt — 2ma(a — b)
0

b? in(2t
= |a*t — 2absint + 5(15 + sm; )

27
)} —2na(a — b) = 2a*71 + b*1 — 2ma(a — b) = (b* + 2ab)7.
0

Bitte wenden!



2. Berechne die folgenden Integrale:
a) / dix (Hinweis: Substituiere u> = ¢* — 1);
ver —1 ’ - ’

b) / 13 (Hinweis: Substituiere u = %),

1
© /coshxdm’
4
d) / 3 cos(x
3

I arcsm 1— 4x2)
0 / d

2

T
————dux;
b /x3+x2—x—1 .

)/ 223 + 5a? + 4z + 1
g t 4+ 223 + 322422+ 2

)/ T+ 2
x4+2x2

Losung:

dx  (Hinweis: Das Polynom x> + 1 ist ein Faktor des Nenners.);

d
a) / \/%. Subst. u? = e — 1. Dann ist 2u du = e* dz = (u? + 1) du.
dzx 2u du
= = = 2arctanu + C = 2arctanver — 1+ C
/\/exfl /(1+u2)u

b) Mit der Substitution u = z2 gilt du = 2z dx, oder auch x dx = % du. Daher haben wir

/xd:v _1/ du _1/ du / 75 du
“13 9] w@i3 3 2
43 2/ w2+3 2 3((u>+1> Qf 3

V3

1 U \/§ \/§
= ——arctan (| — | + C = — arct 2| +C.
2\/§arc an(\/g) 6 arc an( 3 1‘)

Im letzten Schritt haben wir dabei v = x? riicksubstituiert.

¢) Einsetzen der Definition von cosh x liefert

/ dx _/ 2dx
coshz | e +e7"

Nun bietet sich die Substitution u = €” an, also gilt z = In v und damit dz = % du. Es folgt

/ dz —/ 2du —/ 2du = 2arctanu + C
coshz ) w(u4ut) J w241

= 2arctan(e”) + C.

Siehe nichstes Blatt!



Variante: Wir erweitern mit cosh x und benutzen die Identitit cosh? x = 1 + sinh? z.

dzx coshx coshx
= 3 d[[‘ = P de
cosh x cosh 1+ sinh“z

Nun substituieren wir v = sinh z, d. h. du = cosh x dx. Also

d d
/ cosflm - / Hiuuz = arctan(u) + D = arctan(sinh z) + D.

Diese beiden Stammfunktionen 2 arctan(e”) und arctan(sinh z) von —— unterscheiden sich

tatséichlich nur um eine Konstante (um %), das ist aber nicht ganz einfach zu zeigen!

d) Esseit = 2% Dannist dt = 2xdz, t(3) = 9 und t(4) = 16. Somit ist

4 1 16
/ 23 cos(2?)dx = 7/ t cos(t)dt.
3 2 Jo

Nun verwenden wir partielle Integration mit u(¢) = ¢ und v'(¢) = cos(t) und erhalten

% [tsin(t)]5° — %/9 sin(t)dt = % (16sin(16) — 9sin(9)) + % [cos(t)]s’

1
=3 (16sin(16) — 9sin(9) + cos(16) — cos(9)) .
e) Im Kapitel iiber die Umkehrfunktion haben wir gesehen, dass arcsin(sinw) = u gilt fir u €
[—F, 5] Weiter gilt sinu = +/1 — cos? u. Diese Beziehungen konnen wir offenbar mit der Sub-

stitution 2z = cosw ausnutzen; also gilt 2dx = — sinu du. Ausserdem ist die Funktion z(u) =
% cosu fiir u € [0, 7] invertierbar, ndmlich u = arccos(2x). Wir transformieren die Grenzen:

z=0= u=arccos(0) =%, z=1=u=arccos(3)= z

Damit erhalten wir

/i arcsinv1 — 422 d 5 1 arcsin V1 — 422
—_—ar =
0

———dx
i_x2 0 V1 — 4a?
% . .
_ _/ arcsgl(smu) sinw du
z sinu
2
3 1.12 5
= d = — 2 = — 2_
/I udu {211 }W w7
3 3

f) Durch Ausprobieren finden wir, dass 1 eine Nullstelle des Nenners ist. Mit Polynomdivision ergibt
sich (3 +22 —x—1) : (v — 1) = 22 + 22 + 1, was das Quadrat von x + 1 ist. Also faktorisieren
wir 23 + 22 — 2 — 1 = (z — 1)(z + 1)%. Der Ansatz der Partialbruchzerlegung ergibt

T T A B C

Bra?—z—1 (Jc—l)(m+1)2:x—|—1+(x—|—1)2+x—1

(A+C)2®> + (B+2C)z + (-A—B+C)
(x—1)(z+1)2

Bitte wenden!



Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir A = —7, B = % und C = %. Somit ist

z 1 1 17 1 1 1
T g = = —deyc | —det [ ———d
/z3+;1:27x71 v 4/x+1 x+4/x71 x+2/(:17+1)2 t
1 1 11
- 0 U+ -ljz—1->——+C
gl ginje =1l = o= +
1 rz—1 1 1
S - L
4nx+1’ 2741

g) Da 2?41 das Nennerpolynom teilt, erhalten wir durch Polynomdivision (2 +223 4322 +22+42) :
(22 +1) = (22 + 22 + 2). Das Polynom 2% + 2z + 2 hat keine reellen Nullstellen, wir betrachten
daher als Partialbruchzerlegung

223 4+ 522 + 4 + 1 1 Ax+C Bx+ D
o+ 223 + 322+ 22 +2 22 +1 22 +2x+ 2
(A+ B)z®>+ (2A+ C+ D)a?> + (2A+ B+2C)z +2C + D
(24 1)(22 + 22+ 2) '

Ein Koeffizientenvergleich liefert A = 2, B =C = 0und D = 1. Also

223 + 5a? + 4z + 1 2z 1
dr = —drx+ | ———dx
x4+ 223 + 322 4+ 22+ 2 2 +1 22 4+ 20 +2
1
1 241 —d
n|z® + |+/($+1)2+1x

= In(2z? +1) + arctan(z + 1) + C.

h) Zunichst gilt 2* 4 222 = 22 (2 + 2), und 2 + 2 hat keine reellen Nullstellen. Wir setzen also

z+2 | A B Caz+D
r2(x2 4+2) ;+ﬁ+x2+2
 (A+C)2® + (B + D)a* 4+ 2Az + 2B
N x2(x2 +2) ’

woraus folgt: A =4, B=1,C = —3 und D = —1. Somit

x4+ 2 1 1 1 1 x4+ 2
_PTE e = - [ la Cdr— - [ 2Ty
/xQ(x2+2)x Z/xer/mzx 2/1;2+2x
1

1 1 1 1 x
= -1 — = — ~In(2® +2) — —= arcta <>—|—C.
5 n |z - n(x ) 7 rctan 7

Siehe nichstes Blatt!



3. Die Kardioide oder Herzkurve ist gegeben durch
r(p) =a(l+cosg), ¢ €[0,27]
mit einer Konstante ¢ € R~. Bestimmen Sie die Bogenlédnge dieser Kurve.

Losung: Wir berechnen
2m 2m
L= Vr(p)2 +1'(p)? dgoz/ \/a2(1+cosga)2 + a2 sin? pdyp
0 0
2
=2a V14 cos(p) dp @ 8a,

0

wobei man in () das Integral bspw. mittels der Identitét
1+ cosp = 2cos? (%)
auflésen kann.
4. Durch

0 = alcos(2p)|

mit @ > 0 wird in Polarkoordinaten der Rand eines Kleeblattes parametrisiert.

a) Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Kleeblattes.
b) Bestimmen Sie die Breite b des Kleeblattes.
Losung:
a) Fiir die Fldache erhalten wir nach der bekannten Formel

2

1 27 1 27 27
Feg [ eorde=ga [ eof@ade=T [ (4 cosap)de
0 0 0

2 2 4

a2 { 1 PEIT g2
L]

1 1 oo 2

Bitte wenden!



b) Um die Breite zu bestimmen, benotigen wir die y-Koordinate desjenigen Punktes im ersten Qua-
dranten, an dem die Tangente an der Kurve horizontal ist. Dazu bestimmen wir zunéchst die karte-
sischen Komponenten der Kurve:

(), y()) = (o(p) cos v, 0(p) sin )
= (acos(p)| cos(2¢)], asin | cos(2¢)]) .

Aus der Skizze wird klar, dass wir einen Punkt mit ¢ € (0, §) suchen. Dort ist also cos(2¢) > 0,
und wir finden
0= dy _ 4 (asin p cos(2¢)) = a cos p cos(2¢) — 2asin g sin(2¢p)
de  dy
=a [cos ¢(cos? ¢ — sin? @) — 4sin? @ cos <p] =acosy (cos2 @ — 5sin? <p)
= acosp (1 — 6sin? cp) .

Die einzige Losung hiervon im Intervall (O, g) ist

.1
(pp = arcsin —

NG
und die Breite ergibt sich zu
b = 2y(o) = 2asin g cos(2pp) = 2asin (1 — 2sin? pg) = 2a (1 - 1)
V6 3
_da
= %

5. Berechnen Sie den Flicheninhalt den die folgenden Kurven im Bereich 0 < ¢ < 27 einschliessen.

a) r=.,/p

Wir berechnen

1 27 ) 1 27 5
F=3 () dp =3 Ve de
0 0
1 [ 17,1
== dp = = | =¢?
AR
1
:14772:772
S
Wir berechnen
12/ 1 \? 1 1 1%
sz/ ) dp = |-
2, \1+o 2| T+¢],
_1 1
T2 244rx
c) r = |sin(p)|
Wir berechnen
1 27 ) ) 1 27 ]
Py [ lsinPde =5 [ sin(erde
0 0
1] 2m ™
= -_— —_—— — ] 2 e —
2[2 75t @)]0 2



