D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2017
Dr. Andreas Steiger

Vv

Losung - Serie 11

1. MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. Wie gross ist die Oberfliche des Korpers, der durch Rotation der durch
(@), v €[5, 3]
=cos(z), z € |—=, =
y ) 2’ 2
gegebenen Kurve um die x-Achse entsteht, ungefahr?
(a) 14.424
(b) 19.961
(c) 28.847

Mit Hilfe der Parametrisierung
™ T

x(t)=t , y(t) =cos(z(t)) =cost , te€ [—57 5]

erhalten wir nach der allgemeinen Formel die Oberfliche
/2 /2
0= 27r/ y(t)/2(t)2 + y(t)2 dt = 27r/ cost\/ 1+ sin®t dt
—7/2 —m/2

1
1
= 27T/ V1+u2du=2n { (arsinhu—|—ux/u2 + 1)]
1

2 u=-—1

= {arsinh(l) — arsinh(—1) + V2 — (—\/5)} =27 (arsinh(l) + \@)
=2 [In (14 V2 41) + V2| = 27 [In(1 + v2) + V2| ~ 14.424.

u=1

Wir haben dabei u = sin ¢ substituiert.

Bitte wenden!



2. Die Kurve K ist gegeben durch die Parameterdarstellung

t— (z(t), y(t)) = </1t %du, /1t S.mu(u)du>,

o

\9

0.4

wobei t € [1,4m).

Was ist die Bogenldnge von K vom Koordinatenursprung bis zum ersten Punkt mit vertikaler Tangente?

(@ 3
b =«

© (3)
(d) In(n)

Zur Parametrisierung 7(¢) = (x(t), y(t)) mitt4 < t < tp ist die Bogenlinge gegeben durch

s:/tB VEDOE T g2 dt,

wir miissen zunéchst also ¢ 4 und ¢ g bestimmen. Da wir im Punkt (0, 0) starten sollen, gilt offensichtlich
ta=1.

Der Tangentialvektor 7(¢) = (&(t), y(¢)) an die Kurve K ist vertikal, wenn 2(¢) = 0 und y(¢) # 0 gilt.
Mit dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung muss also

d /t cos(u) cos(t) _0

4
) = 3 u ¢

und

o d [Usin(u)  sin(t)
i) = 5 [ a0

Siehe néchstes Blatt!



gelten. Der erste Punkt mit vertikaler Tangente ist somit bei ¢ = 7. Die gesuchte Bogenlidnge ist also
o o 2 . 2
2 2 t t
s :/ Va2 + y(t)2dt :/ \/<C°S) + (Sm) dt
2 dt 3
:/ —:{ln\tqz‘:ln(E).
1t 1 2

Bitte wenden!



3. Es sei @ > 0 eine Konstante. Was ist die Bogenldnge der Kardioide, gegeben in Polarkoordinaten
durch p = 2a(1 + cos ¢) fiir ¢ € [0, 27]?

(a) Sa
(b) 8v2a
(¢) 16a
(d) 16v2a
e) 32a

Die Bogenlinge ist

2m 2m
s = \/92+92d¢:2a/ \/(1+cos¢)2+sin2¢d¢
0

0
2m 2m 2m
=2a ; \/2(1+cos¢)d¢:2a/o \/4cos2%d¢:4a/o cos%‘dqb
T /2 T
:8a/ |cosu| du = 8a / cosudu—/ cosudu | =8a(l+1)
0 0 /2
= 16a.

Skizze der Kardioide (mit a = 1):

</

BN
A
.

Siehe nichstes Blatt!



4. Die Kurve K, gegeben in Parameterdarstellung durch
t e (2(t),y(t)) = e " (cos(2t),sin(2t)), 0<t<7/2,

rotiert um die x-Achse. Wie gross ist die dabei entstehende Oberfliche ungefahr?

(@) 2.317
(b) 3.664
(c) 84.792
Es ist
/2 /2
0= 27r/ y(t)V/&2(t) + 92 () dt = 27r/ e~ !sin(2t)VBe ! dt
0 0
/2 e—2t /2
=215 e % sin(2t)dt = 2\/3%4 1 (—2sin(2t) — 2 cos(2t))
0 0
_ ?ﬂ'(e_” +1) ~ 3.664,

wobei die Formel

ax

/e‘“” sin(bzx)dx = a2€7—|—b2(a sin(bx) — bceos(bz))+C , a,b,C €R

benutzt wurde. Sie ldsst sich mittels partieller Integration herleiten.

Bitte wenden!



5. Der Graph der Funktion f: [—7, 7] — R, gegeben durch

1 fir x = 0;

sonst
wird um die y-Achse rotiert. Wie gross ist das Volumen des entstehenden Rotationskorpers?

y

(@ 27°

(b) 2

) 3
J @ 4

Wir zerlegen den Korper in diinne Hohlzylinder mit Innenradius z und Aussenradius x+dz. Ein solcher
Hohlzylinder hat den Umfang 27z, die Hohe #22% und die Dicke dz, also das Volumen

€T

sinx

dV = 2nx dr = 2w sinz dx.

Das Gesamtvolumen ist somit

V:/ dV=27r/ sinz dx = 4.
0 0

Siehe néchstes Blatt!



2. Es sei n > 3 eine ganze Zahl. Im Innern eines Kreises mit Radius 1 rolle ein kleiner Kreis C' mit
Radius 1/n ab. Ein Punkt der Peripherie des Kreises C' beschreibt dann eine geschlossene Kurve K
(eine Hypozykloide), welche durch die Parametrisierung (0 < ¢ < 27)

((n = 1) cosp + cos((n — 1)p)),
((n—=1)siny —sin((n — 1)p))
beschrieben wird.

Hypozykloide (n=10)
1 T T T

a) Berechne in Abhingigkeit von n, die durch die Kurve K eingeschlossene Flédche.
b) Fiir welche n ist diese Fliche grosser als 2/3 der Fliche des grossen Kreises?
Losung:

a) Nach der Berechnung der Ableitungen von z und y erhélt man

#(@)il) = " (0= 1) cos” p — (0 — 2) cospeos((n — 1)p) — cos*(n — 1))

n—1

#(@)y(p) = =5 ((n = Dsin®p + (n = 2) sinpsin((n — 1)) —sin®((n — 1)) .

Aus der Beziehung cos(a) cos(8) = cos(a + ) + sin(«) sin(f) erhalten wir fiir &« = ¢ und
B = (n — 1)¢p die Gleichung
cos(p) cos((n — 1)p) = cos(ny) + sin(p) sin((n — 1)¢);

Daraus erhalten wir
(n—1)(n—2)

2(p)g(e) = (p)y(p) = ~——— 5——(1 — cosny).

Bitte wenden!



Die gesuchte Flidche ist somit gegeben durch die Formel fiir die Sektorfliche und wir erhalten

F=y [ stoite) - stentedo= "0 [T cosng)a
(n—1)(n—2) sinng]®™  (n—1)(n—2)
Zznz[@‘ n ]0 a7
_ (n—1)(n—-2)x
n2

b) Der grosse Kreis hat Fliache 7; gesucht sind also die Zahlenn = 3, 4, .. ., fiir welche das Folgende

gilt:
(n—1Dn-2)r 2
n? - 37
= 3n® —9n + 6 > 2n’
= n(n—9+6>0
= n=29,10, ...
3. Bestimmen Sie die Oberfliche des Rotationsellipsoids
2?2 22
44 402
4 + 16 + 16

2 2
rE
4 16
A\ 1/2
um die z-Achse. Hieraus erhilt man z = (16 (1 — %)) = /4(4 —2?). Bsistz(t) = t, 2(t) =
4(4—12),2(t) = —2L_und 3% + 2 = 1+4 %. Jetzt kann man die Oberfliche O berechnen:

1(4—t2)

2 2 2
+2
O=/27rz(t)\/a'c2—|—22dt=27r/2\/4—t2\/1—|—4m dt=47r/\/4—|—3t2dt
2 2 2

2 A
4 4
= 87r/ A1+ th dt <i) 87‘(\/; / cosh? sds = 87r\/g (2\/3 + arsinh(\/g))
2 A

167
= 327 + —— arsinh(V/3).
7 arsinh(v)

Bei (*) wurde \/gt = sinh s substituiert, und es ist A = arsinh(+/3).

Siehe nichstes Blatt!



4. Es sei die Astroide durch die folgende Parameterdarstellung gegeben:

--'.'_'_'_'_'.'; - - x(t) = acos®t

N yd y(t) = asin®t,  fir0 <t < 2m.

Dabei ist @ > 0 eine feste Zahl. Berechnen Sei in Abhingigkeit von a
a) die Bogenlinge der Astroide;

b) die Fliche des Astroidensterns;

¢) das Volumen des Rotationskorpers, der erhalten wird, wenn die Astroide um die x-Achse gedreht
wird;

d) die Oberfliche dieses Rotationskorpers.

Erinnerung: (fiir Teilaufgabe b) ) Es sei

z
In:/ sin"xdx, ne€N.
0

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass I = 7 und die Rekursionsformel

n—1

In In—2~

Weiter gilt:

(SE]

J

z
sin"zdx = / cos” z dx
0
Losung:

a) die Bogenldnge der Astroide;

Fiir unsere Rechnungen niitzen wir immer wieder die vorhandene Symmetrie aus; im ersten Qua-

dranten lduft der Parameter ¢ von 0 bis 7 und die gesamte Bogenlidnge ist das Vierfache der Bo-
genldnge im ersten Quadranten, analog fiir die Flidche.

Mit i#(t) = —3a cos® tsint und §(t) = 3asin® t cos t ergibt sich fiir die Bogenlinge der Astroide
3 3
s = 4/ Vat)?+yg(t)2dt = 4/ 3a/cost tsin®t + sin® ¢ cos? t dt
0 0
3 x
= 12a/ costsinty/cos?t + sin t dt = 12a (3 sin? t|2 = 6a.
0

0 =

Bitte wenden!



b) die Fliche des Astroidensterns;

Die Fldache des Astroidensterns ist

F:4.;Azwﬁwaydﬁma»ﬁ=2Ag@f@mﬁmﬁt+m§mmﬁnﬁ

™

™

B
= 6a? / (cos* t(1 — cos?t) + (1 — sin®t) sin t) dt
0

5
= 6a® / cos*t — cos® ¢ + sin*t — sin® ¢ dt
0

Wenn wir

s
Pl
Jn = / cos" xAT
0
schreiben, dann haben wir zusammen mit der Notation aus dem Hinweis

F=6a*(Jy — Js + Iy — I).

Wir widmen uns nun dem Hinweis und zeigen, dass I,, = J,, fiir alle n € N gilt:

™ ™

2 . 2 T
I, = sin” xAar = cos” (x — 7) AT
0 0 2

ez (u(T/2) 0
="’ / cos™ (u) :/ cos" (u)
u

=Ax (0) -z

o 3
) / cos™(u) = Jp,
0

wobei wir in (%) ausgenutzt haben, dass der Kosinus eine gerade Funktion ist, d.h. cos(—z) =
cos(x).

Damit gilt nun
F =12d*(I; — I¢).
Verwenden wir die Rekursionsformel

-1
In = “ In—?
n

zusammen mit dem Ergebnis I = 7 erhalten wir

3 15
L= —m Is=—n.
LT 6T T 96"

Somit ergibt sich der Flacheninhalt zu

F = 124> 31 — 15—7T = §7ra2.
16 96 8

¢) das Volumen des Rotationskorpers, der erhalten wird, wenn die Astroide um die x-Achse gedreht
wird;
Der Schnitt des Korpers mit einer Ebene parallel zur (y, z)-Ebene ist ein Kreis.
Die implizite Darstellung der Kurve ist gegeben durch

2 2 2
€T3 —|—y3 =as3,

Siehe nichstes Blatt!



wie man aus der Parameterdarstellung ablesen kann. Um den Radius des Schnittkreises zu berech-
nen, bestimmen wir lokal die explizite Darstellung zu y(z) = (a? — 23)3, welche fiir 0 < z < a
gilt und damit die Kurve im ersten Quadranten beschreibt. Die Fliche des Kreises ist 7 - y(z)2,
also erhalten wir als Volumen

“ ¢ 3 “ AN
V=2 s :z:zdm:2/7r ai — a3 dx:27ra2/ (1 — ) dx.
/O y( ) 0 ( ) 0 (a)

Nun substituieren wir v = (%)%, wir erhalten 2 = au? und dz = 3 ay/udu mit den Grenzen 0
und 1. Also gilt

2 [* TN 2.3 ! 3
V =2ma 1—(7) de =2ma®-3a [ (1—u)’Vudu
0 a 0

1 1 . )
= 37ra3/ (1 — 3u+ 3u® — u?’)u% du = 37ra3/ w? —3u? +3u® — u? du
0 0
1
] 32

3
2

NI~
[SI[e)

[N

—Ta .

2
_ o 3|2 _
= 3ma {3u L= 105

6 n 6 2
——u —u? — —u
5 7 9

d) die Oberfliche dieses Rotationskorpers.

Gemiss der Formel fiir Oberflichenintegrale erhalten wir

0= 2/05 2my(t) v/ (2(8))% + (y(t))? dt = 127ra2/O sin t cost dt

12,

VB

5. Essei T € (0, 00) eine positive reelle Zahl. Die Kurve K in der (z, y)-Ebene sei durch die Parametri-

sierung s (o). ple)) = (/OS V1= e 2 du, €s> , 5€10,T],

gegeben.

a) Bestimme den Oberfliacheninhalt der durch Rotation von K um die z-Achse erzeugten Rotations-
fliche in R3 in Abhingigkeit von T, sowie

Bitte wenden!



b) das Volumen des von dieser Rotationsfliche und den zwei Kreisscheiben
{(z,y,2) eR® 12 =0,9y* + 2* < 1}

bzw.
{(z,y,2) € R3:z = .%‘(T),gﬁ +22< e—T}

begrenzten Korpers, in Abhéngigkeit von 7.
¢) Was passiert, wenn 7' gegen unendlich strebt?
Losung:

a) Fiir die Berechnung des Oberflacheninhaltes wenden wir die Formel

T
P 271'/ y(s)V/E(5)? F 9012 ds
0
an. Die Ableitungen von = und y sind:

#(s) =1 —e~2% (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung)
i(s) =~

Also ist \/#(s)2 + y(s2) = /1 —e 25+ e 25 = 1. Mit diesen Daten berechnen wir jetzt den

Flidcheninhalt.
T T
F:27T/ e*S~1ds:27r/ e *ds
0 0
= 2 efsloT =27 (1 — e*T) .

b) Das Volumen lésst sich durch die folgende Formel bestimmen:

T T
V= 7T/ y2dr = 7r/ y(s)? i (s) ds.
0 0

Also,

T T
V:w/ 6_25\/1—6—23ds:ﬂ'/ e 25y/1 —e2sds
0 0
1—e= 2T

/ W2au= T2 m0
; 23

1—e— 27T
L
(1 . e—QT)3/2

w3y vl

)

wobei die Substitution u = 1 — e~2% angewandt wurde.

¢) Wenn T gegen unendlich strebt, strebt e=7 gegen 0. Demnach nihert sich die Fliche dem Wert
27, das Volumen dem Wert 7/3 an.



