D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2017
Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 13

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. Wenn man zwei beliebig oft differenzierbare Funktionen addiert, dann werden ihre Taylorreihen an
einem Punkt z¢

v/ (a) addiert.
(b) addiert, aber man erhélt die Taylorreihe an der Stelle 2.
(c) addiert, aber man erhilt die Taylorreihe an der Stelle x%

(d) eskann keine allgemein giiltige Aussage getroffen werden.

f *) (p—z
Die Taylorreihe der Summe f + g zweier Funktionen ist >, (HQ)Z%' Wegen (f + g)*) (z —
zo) = f*F)(x — x0) + g (x — x) ist die erste Antwort die richtige.

oo
2. Der Konvergenzradius der Reihe Y 2z ist
k=0

@ 0
v b 3
© 2
d) oo

Nach dem Quotientenkriterium ist der Konvergenzradius lim = Jim 1 = 1. Alsoist (b) richtig.
— 00 —00

Bitte wenden!



3. Es sei f die Funktion mit
61}

fl) = 55

Welches der folgende Polynome ist das zweite Taylor-Polynom P (z) im Punkt 2o = 0?

2

@ 1+%
O 1+z+%
) 1+ax+2a2
(d 1+22

Nach Definition ist mit zy = 0 das zweite Taylor-Polynom

Do) = £0) + £/ 00 + L2

Esist f(0) = % = 1, sodass alle vier Polynome mdglich sind. Es ist mit Quotientenregel

gy e +1)—e” etz
f(z) = (z +1)? T (z+1)%

und damit f/(0) = 0 und es bleiben noch zwei Kandidaten. Mit Kettenregel und wieder mit Quotien-
tenregel gilt

f”(:l:) _ (ei‘x)/(x + 1)2 — ewa(x + 1) _ (e® + J;e“‘)(m + 1)2 — %22z + 1)
(@ + 1) CESIE -

2

Setzen wir direkt 0 ein, so ist f”(0) = 1. Also Th(z) = 1+ %-.

Siehe nichstes Blatt!



4. Die Entwicklung der Funktion f(x) = % als Potenzreihe um ¢ = 1 lautet

(o]

@ 3 (-1
k=0

® 3 ok
k=0

© > (-1 —1)F
k=0

@ > (~1)F@— 1)k
k=1

Dank der geometrischen Reihe haben wir fiir |z — 1] < 1

1 1
;:Tjﬁtzj:1+ﬂ—x%ﬂ1—m2+u—xf+~~:

oo

=l-(@-D+@-17-(@-1)%+ = (-Df@-1"

k=0

Die Reihe konvergliert fiir | — 1| < 1; ihr Konvergenzintervall ist also (0; 2).

OO 43¢ 1y\k+1 _1\2k
5. In welchem Bereich konvergiert die Potenzreihe %?

k=1
@ (-1,2)
(b) (—4,5)
© (2,2
@ (-2,3)

Es sei z = (22 —1)2. Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass der Konvergenzradius beziiglich z gleich

25k3

J3(—1)kH152k+2
im —
k—oco (k+ 1)3

.
koo (k + 1)3(—1)k+252

=25

ist. Folglich konvergiert die Potenzreihe genau dann, wenn z = (22 — 1)? < 25 ist, also wenn —2 <
x < 3 gilt. Um den Beweis abzuschliessen reicht es zu zeigen, dass die Potenzreihe fiir x € {—2, 3}
nicht konvergiert. Dies folgt aber daraus, dass die Reihe > p- | (—1)FT1£3 divergiert.

Bitte wenden!



Ubungsaufgaben

6. Berechne die Taylorreihe um x¢ = 0 der folgenden Funktionen f.

a) f(x) = sinh(z);

b) f(z) =2?In(1 + 2%).

Losung:

a) Wir wissen

also gilt (sinh(z))”

(sinh(z))" = cosh(x), (cosh(z)) = sinh(z)
= sinh(z). Allgemeiner gilt (sinh(z))?*) = sinh(z) fiir alle & > 0 und
(sinh(x))?*=1Y) = cosh(z) fiir alle k > 1.
Weil sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1, iiberleben in der Taylorreihe von sinh(z) nur die ungeraden
Terme. Tatsdchlich gilt

.’173 .%‘5 ka—l

sinh(z) =+ —~4+—+-+ ——— +---.

31" Bl 2k —1)!

b) Die Taylorreihe von In(1 + z) bzgl. des Punkts « = 0 lautet

Daraus folgt

n(l+ z) Z_: ]f+1.

1+:17
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-
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Fiir 22 In(1 + 2*) ergibt sich also die Reihenentwicklung

2 4 o~ (D e
x’In(l42%) = Z a*Te,
= k+1

7. Bestimme die Taylorreihe um ¢ = 0 der Funktion

Losung:

Wegeney:1+%+g—?+~

1—et

2
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$D—>/ 7edt
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2 oo [ _,2\n
furalleyElR ilte = (=2) . Es folgt
g n! g

t2

t2 A t2
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Siehe nichstes Blatt!



Gliedweise Integration liefert

T _ €_t2 00 (_1)71—1 x o (_1)77,—1 an—l
—dt = [ gy =
/0 2 Z n! /0 Z n! 2n —1

. Bestimme die Koeffizienten c;, der Reihenentwicklung

o0
e’ cosx = E cr .
k=0

Hinweis: Man setze cos x = %(em + e~*) ein, multipliziere aus und verwende die Exponentialreihe.
Losung:

Mit cos z = Re e®® (fiir € R) erhilt man

) > (1 + i)
e® cosz = e® Ree'™ = Ree(1T)? = Z o
k=
1,7T/4 0 2 o0 2k}/2
:Rez (\[Z Zk— Z’“77/4) z* :Z Wcos(knr/él) zk
k=0 =0 ~—— —
= Ck
Man beachte noch
1 k= (mod 8)
% k=1,7 (mod 8)
cos(km/4) = 0 k=26 (mod?3)
—— k=35 (modS8)
-1 k= (mod 8)
Also:
2k/2 k= (mod 8)
) 2k=1/2 L =1,7 (mod 8)
ck=-—--4 0 k=2,6 (mod 8)
k!
2k=1)/2 =35 (mod 8)
—2k/2 k= (mod 8)
. Entwicke die Funktion 9
/()

- 1—a+22—23

o0
in eine Potenzreihe > a,2™ und bestimme deren Konvergenzradius.
n=0

Hinweis: Fiihre zunichst eine Partialbruchzerlegung von f(z) durch.

Losung: Wir stellen fest, dass wir den Nenner der gegebenen Funktion faktorisieren kénnen als

l—z+a2?—2°=(1-2)(1+2%).

Bitte wenden!



Wir machen daher fiir die Partialbruchzerlegung den Ansatz

2 A Bx+C

Jx) = (1—2z)(1+=22) 1" 1422

Multiplikation mit dem Hauptnenner und Sortieren nach Potenzen von z liefert

2=(A-B)2* +(B-C)z+ (A+0).
—— —— ——
Lo <0 L2

Durch einen Koeffizientenvergleich zwischen linker und rechter Seite finden wir A = B = C = 1. Die
gesuchte Partialbruchzerlegung lautet daher

1 14+

fl@) = 1—x+1+x2'
Die geometrische Reihe liefert
1
. =l+tz+2®+23+2t+ =1 +a)(1+2? +at +a%+--0)
—x
1 1
= :1—$2+m4_$6+...

1+a22 1-—(—2?)
und daher

f@)=0+2) A+ +2* +25+-- )+ (1 +a)1 —a? +a2* —2®+-..)
(1+2)(2+ 22" + 228+ 222 4 ..)

=(1+x) Z 2z4k = Z(2x4k + 2zt = Z anx”
k=0 k=0 n=0

o — {2 firn =4kundn =4k + 1, k € Z,
" ]0 sonst.

Die Konvergenzradius der Potenzreihendarstellung von f(z) ist identisch mit dem Konvergenzradius

der Reihe i‘é 2740 = i 2(2*)* im Zwischenergebnis. (Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konver-

genzkreiselgza(iasolut korli\?ergiert, hat der Vorfaktor (1 + x) keinen Einfluss.) Um den Konvergenzradius

letzterer Reihe zu bestimmen, substituieren wir 2* =: y und erhalten damit die Reihe kio:o 2y*, deren

Konvergenzradius offensichtlich 1 betriigt. Die Potenzreihe fiir f(x) konvergiert also, falls |z4| < 1 <
|#| < 1. Ihr Konvergenzradius betrigt demnach ebenfalls 1.

Siehe néchstes Blatt!



10. Berechne fiir die folgenden Potenzreihen den Konvergenzbereich (—p, o).

Oon! n.
a)zﬁx,

b) (‘Unmwn.

5nipn ’

n
C) Z %xZn;

a) Wir benutzen die Definition des Konvergenzradius
! ! ! ! n"
o= tim (L LD gy . i D"
n—oo \ n"/ (n+1)nt1 n—soo \n™/ (n+4+1)7 n—oo  pm

1 n
= lim <1 + > =e.
n—00 n

Also ist der Konvergenzbereich gegeben durch (—e, ¢e).

. . . —1)"n! . . .. . .
b) Wir setzen die Koeffizienten a,, = (5”2)71,? in die Formel fiir den Konvergenzradius ein und
— ol
n (5n12) - ol p(nt1)?
= lim = lm |—"*——|= lim —2—~————5—
P n—00 | Ap41 n—oo | (=1 T (nt+ 1! n—oo _(nt+1)! 5n?
5(n+1)2 (n41)n+1 (n¥1)n+1
. 2 2
= e lim 5" 211" — oo,
n— 00

Die Potenzreihe besitzt demnach den Konvergenzradius oo, konvergiert also fiir alle z € R.

¢) Die Formel fiir den Konvergenzradius lésst sich hier leider nicht direkt anwenden, da alle ungera-
den Koeffizienten der Potenzreihe sdmtlich Null sind.

9" 92
Z—x2"29x2+—x4+~-~
—n 2

2
:O-x+9x2+0-x3+%m4+0~x5+~--

o0 o0
Wir betrachten daher statt %xzn zuniichst die Potenzreihe QT—Ly”. Aus letzterer erhélt man
n=1 n=1

die urspriingliche Potenzreihe zuriick, indem man y := z? einsetzt. Die Koeffizienten der neuen
Potenzreihe lauten a,, = %. Damit erhalten wir fiir deren Konvergenzradius

9" 41 1 1+% 1
= lim . = — lim = —.
n—oo gn+1 n J9n—ooo 1 9

o= lim
n—oo an+1

Die Ersatzreihe konvergiert also fiir |y| < %. Wegen des Zusammenhangs y = z? ist dies genau
dann der Fall, wenn |z| < . Also ist der Konvergenzbereich gegeben durch (—1, ).

Bitte wenden!



d) Der Konvergenzradius betragt

Qnp

. 2" n—+1 . 1 /n+1 1
= lim —-— = lim — = —.
n—oo 1/N on+1 n—o00 2 n 2

Da wir um den Punkt g = 3 entwickeln konvergiert die Potenzreihe also sicher fiir

o= lim
n—oo

an+1

re(—3-1/2,-3+1/2) = (,; fg)



