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1. [6 Punkte] Gegeben sei die Sattelfliche
S ={(x,y,2) € R®: 2z = 2% — ¢*}

sowie der Punkt @ = (0,2,5). Bestimmen Sie die kleinste Zahl r > 0, sodass
die Kugel mit Zentrum () und Radius r die Flache S bertihrt, und geben Sie
samtliche Beriihrpunkte an.

Losung: Essei P = (x,y, z) € S ein beliebiger Punkt der Sattelfliche. Dann ist
das Quadrat der Entfernung von P zu @ gleich

dist(P,Q)* = 2* + (y — 2)> + (2 — 5)?
=2 —dy+ 22 —82+29=2(y—1)*+ (z —4)* + 11 > 11,
wobei wir 22 = y? + 2z substituiert haben. Folglich ist dist(P, Q) > +/11, und
da fiir P = (43, 1,4) die Distanz tatséchlich gleich v/11 ist, ist 7 = v/11 und die
beiden Bertihrpunkte sind (3,1,4) und (—3,1,4).

2. [6 Punkte] Berechnen Sie das Flachentragheitsmoment
Ty = / y* + 22 dA
s
des Rotorblatts

S={(z,y,2) eR*:2* +y*=4,2>1,y>0,0< 2 <3}

bei Rotation um die z-Achse.

Losung: Es sei B = [0,7/3] x [0,3] und f: B — R?® gegeben durch (p,z)
(2cos p,2sinp, z). Dann ist S = f(B) und da

fo(p,2) = (—2sinp,2cosp,0) und  f,(p,z) = (0,0,1)

gilt, ist dA = 2dpdz. Also gilt
3 pm/3 w/3
Jx:2/ / 4sin2p+22dpdz:24/ sin? pdp + 67 = 107 — 3v/3.
0o Jo 0

3. [6 Punkte] Gegeben sei der Wiirfel
W ={(z,y,2) €R®: 2,9,z €[0,2]},

und S bezeichne den Teil der Oberfliche von W, der oberhalb der Ebene z =
:(z +y) liegt. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes

17(33,?/, Z) = (':Ea Z2ay)

durch S aus dem Wiirfel heraus.



Losung: Es bezeichne T' den Schnitt des Wiirfels W mit der Ebene z = $(z +y)
und V das Innere des Wiirfels oberhalb der Ebene z = i(z 4+ y). Dann ist
OW = SUT und aus dem Divergenzsatz folgt

///v(v.ﬁ)dvz#gw(g.ﬁ)m://S(g.ﬁ)dA+//Tw,ﬁ)dA7

wobei 77 jeweils den nach aufien orientierten Normalvektor bezeichnet. Nun ist der
erste Summand des letzten Ausdrucks gleich dem gesuchten Fluss; es gentigt also,
das Volumsintegral sowie den Fluss durch T zu berechnen. Es gilt V- ¢ =1 und
fiir den zu 7" nach auBen orientierten Normalvektor 77 = (1,1, —2)/v/6, woraus

///V(v-v)dvz///v1dvz4
//T(ﬁ-ﬁ)dA:%//T(x—Qerzz)dA

folgen. Nun ist dA = v/6/2 dx dy, also

%//T(:U—Qy—l-f)dfl:/:/: (g_y+(azgy)2> dxdy:%.

Insgesamt ist der gesuchte Fluss also gleich 4 — %

und

. [6 Punkte] Der Kegelmantel z = /22 + y? schneidet die Ebene z = $(z + 3) in
einem geschlossenen Weg ~, der so orientiert sei, dass er die z-Achse in positiver
Richtung umlaufe. Berechnen Sie

(a) die Rotation des Vektorfeldes ¥(x,y,2) = (22, z,y) sowie
(b) die Arbeit, die ¥ langs v bei einem Umlauf leistet.

Losung: (a)[1 Punkt] Es ist

)

% 22 1
rot(v) =Vxv= |5 | x|z]|=]2

2/ \v)

(b)[5 Punkte] Es bezeichne S jenen Teil der Ebene z = 1(z 4 3), der innerhalb
des geschlossenen Wegs 7 liegt. Der Normalvektor zu S ist @ = (—1,0,2)/v/5.
Aus dem Satz von Stokes folgt nun

//rot(z?)-ﬁdA: ygﬂdf,
S ol

wobei die rechte Seite genau der gesuchten Arbeit entspricht. Der geschlossene
Weg ~ ist durch 22 + 3% = }l(x + 3)? bestimmt, was sich als Ellipsengleichung
3(x — 1)* + 4y* = 12 umschreiben lasst. Wir konnen S folglich durch

S={(z,y,2(x+3)) : 3(z — 1)> + 4y* < 12}



parametrisieren. Fiir (z,y) = (z,y, 3(z + 3)) gilt nun ¥,(z,y) = (1,0,1/2) und
Uy(z,y) = (0,1,0), also ist dA = ‘/7‘?’ dx dy. Aus Teil (a) folgt rot(v) - @ = 1/4/5.

Somit ist .
//rot(6)~ﬁdA:—// 1dzx dy.
S 2 3(z—1)2+4y2<12

Dies entspricht genau der halben Fliche der Ellipse 3(z — 1)+ 4y? = 12, welcher
durch /37 gegeben ist. Da aber dieses Integral genau der gesuchten Arbeit
entspricht, ist diese gleich /3.

. [6 Punkte| Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssys-
tems

r=3r+y+t
y=—4r — 2y
fir die Funktionen ¢ — x(t) und t — y(¢). (Hinweis: Durch Elimination von

y lasst sich das System in eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung fiir x iiberfiihren.)

Losung: Wir eliminieren y schrittweise:
T=3t+y+1=3c—4dor—2y+1=3c—4x—2(x—3x—t)+1 =2+20+2t+1.

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir x. Thre
homogene Losung ist durch alle Linearkombinationen der Fundamentallosungen
e~' und e* gegeben. Da x(t) = —t eine homogene Losung ist, sind alle Losungen
dieser Differentialgleichung durch

z(t) = ae”" + be? —t
fiir reelle Konstanten a und b gegeben. Die erste der beiden Gleichungen liefert
y(t) = —dae™" — be* +2t — 1.

Da diese Ausdriicke fiir z und y auch der zweiten Gleichung gentigen, sind dies
tatsachlich alle Losungen des Differentialgleichungssystems.

. [6 Punkte] Gegeben sei die Schar der Kurven y = y(z) = z¢ fiir 0 < < 1 und
c>0.

(a) [2 Punkte] Beschreiben Sie diese Kurvenschar durch eine Differentialgle-
ichung der Gestalt /' = f(x,y).

(b) [2 Punkte] Beschreiben Sie die Orthogonaltrajektorien der Schar durch
eine Gleichung in der Form F'(z,y) = C fiir einen reellen Parameter C.

(¢) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Gleichung derjenigen Orthogonaltrajektorie,
die fiir x — 1 gegen den Punkt (1,0) strebt.

Losung: (a) Es gilt ¢ = logy/logx, wobei log(-) den natiirlichen Logarithmus
bezeichnet. Da weiters 3y’ = ca®~! = cya~! ist, folgt

, _ylogy
Tlog © f(x,y).



(b) Die Orthogonaltrajektorien sind durch die Gleichung —1/y’ = f(z,y) gegeben,
also

zlogz = —y'ylogy.

Partielle Integration liefert
37 logx — j2% = =Gy logy + 1y° + €,
also
F(z,y) = 22 + 9> — 2(2*log z + y*logy) = C.

(c) Da die Orthogonaltrajektorie fiir x — 1 gegen (1, 0) streben soll, muss y — 0
gelten. Da y%logy — 0 fiir y — 0, folgt C' = 1.

. [6 Punkte]| Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion

! . 4dr — 5
T T S
202 —bhx +3

mit Entwicklungspunkt zy = 0, sowie ihren Konvergenzradius. (Hinweis: Par-
tialbruchzerlegung.)

Losung: Durch Partialbruchzerlegung erhalten wir

4dx — 5 B 1 n 2
202 —5xr+3 x—1 22-—3

n

Die Taylorentwicklung um z = 0 von 1/(x — 1) ist fiir z < 1 durch ) ., -z
gegeben, die von 2/(2z — 3) um z = 0 ist fiir x < 3/2 durch

2 2 1 2 2\" 2\"*
m——g'm—?;(g) 7 —Z—@ z

n>0

gegeben. Folglich ist die Taylorentwicklung des gesamten Terms um x = 0 durch
4.1' — 5 2 n+1> n
22 —bx+3 Z ( 5 )=

gegeben und der Konvergenzradius ist gleich dem Minimum der beiden Konver-
genzradien 1 und 3/2, ist also gleich 1.

. [18 Punkte] Multiple-Choice-Aufgabe. Bei den folgenden Teilaufgaben
(a)-(f) ist jeweils genau eine Antwort von vier Moglichkeiten richtig.
Kreuzen Sie direkt auf dem Aufgabenblatt an. Falls Sie mehr als eine
Option bei einer Teilaufgabe ankreuzen, gilt diese als unbeantwortet.
Jede korrekt geloste Teilaufgabe gibt drei Punkte, jede falsch geloste
Teilaufgabe minus einen Punkt und jede unbeantwortete Teilaufgabe
null Punkte. Die Gesamtpunktzahl der Multiple-Choice-Aufgabe kann
jedoch nie negativ sein; wir runden auf null Punkte auf.

(a) [3 Punkte] [[e Vodr =7
01
H2
!



O oo

(b) [3 Punkte] Das Polynom P(z) = 2z* — 223 + z — 2 besitzt die komplexe
Nullstelle /3. Wieviele der vier Nullstellen von P(z) liegen auf dem Ein-
heitskreis {z € C: |z| = 1}7

01
02
m3
14

(c) [3 Punkte] Eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten reellen Koeffizienten besitze die Losung = — e (z € R).
Welche der folgenden Funktionen kann nicht als eine weitere Losung dersel-
ben Gleichung auftreten?

B > sin(z)
O 2 — sinh(x)
U z+— ze®
Oz e*

(d) [3 Punkte] Das Vektorfeld v sei auf {(z,y,2) € R®: 22 +y* > 0} definiert,
und fiir £ = 0, 1 bezeichne Aj, die Arbeit, die das Vektorfeld langs des Kreises
s > (cos(s),sin(s), k) leistet (s € [0,27]). Welche Bedingung stellt sicher,
dass Ag = A; ist?
[0 v ist quellenfrei
U ist wirbelfrei

v hat konstanten Betrag

oo m

keine dieser drei Bedingungen

(e) [3 Punkte] Die Funktion f(z,y) = 4x — 22 + 3y — y* auf dem Bereich
D ={(z,y) € R*: 0 < y < 2 — 2?} nimmt ihr Maximum in genau einem
Punkt in D an. Wo liegt dieser Punkt?

[J im Innern von D

auf der Kante {y = 0, 2? < 2}

auf dem Parabelbogen {0 <y = 2 — 2%}

in einem der Eckpunkte (£+/2,0)

O mQd

(f) [3 Punkte] Ein Kreis mit Radius 1 rolle innen im Kreis mit Radius 3 und
Zentrum im Ursprung ab, sodass sich der Beriithrpunkt im Gegenuhrzeigersinn
bewegt. Welche der folgenden Parametrisierungen beschreibt die Bewegung
eines Punktes des kleineren Kreises?

O t — (3cos(t) + cos(3t), 3sin(t) + sin(3t
O t — (2cos(t) + cos(3t), 2sin(t) + sin(3t
O t — (2cos(t) + cos(2t), 2sin(t) + sin(2t
B t— (2cos(t) + cos(2t), 2sin(t) — sin(2t



