D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2017
Dr. Andreas Steiger

Losung - Schnelliibung 5

1. a) Esseiw = a4+ i mita,b € R eine komplexe Zahl. Zeigen Sie, dass die beiden Losungen z; und
2o der Gleichung z? = w durch

21,2 = + <\/ M% +1 Sgn(b)\/ |U)2(1>

gegeben sind. Dabei bezeichnet sgn: R — {—1,0, 1} die Vorzeichenfunktion, gegeben durch

—1, fallsz < 0;
sgn(z) =40, fallsz = 0;
1, fallsz > 0

fiir eine reelle Zahl x.
b) Berechnen Sie mithilfe von Teil (a) die komplexen Quadratwurzeln von —3 + 41.
Losung:

a) Da 27 = 23 gilt, reicht es, die Behauptung fiir z; zu beweisen. In der Tat ist

2= (W—H sgn(b)W)z

B AN [ e e

_ |wlt+a |l

o — o +isen(d)V/(w[+a)([wl - a) = a+isgn(b) yJw —

=a+isgn(b)-|b] = a+ibd,

da sgn(b) - [b] = b gilt.

b) In diesem Beispiel gilt |w| = 5, a = —3 und sgn(b) = 1. Einsetzen ergibt

z1,2=i<\/5;3+i\/5;3> = +(1+ 20).

Beachten Sie, dass diese Formel hier von grossem Nutzen ist, da das Rechnen in Polarform deutlich
miihsamer ist (der Polarwinkel ist nicht einfach darstellbar).

2. Bestimmen Sie

a) /(t—x)dm; d) /m(1+x2)9dx
_ .5

b) /(t—w)dt; e) /11 _“”” da;

C) /xeaﬁdx; f) /x —|—4.13—|—3
z+1

Bitte wenden!



Losung:

2

a) (t—w)dx:tx—%-i-C.

b)/tfx :—fxtJrC

. 2 2
¢) Wir nutzen %e” = 2xe” aus und erhalten

1 1
/mew2dac: 5/2.%6752 dr = iezz + C.

d) Wir benutzen - (1 4 22)!0 = 20z(1 + 22)° und erhalten
1
/x (1+22)°de = %(1 +22)0 ¢+ C.

e) Da z = 1 eine Nullstelle des Zahlers ist, spalten wir diese zunichst ab (Polynomdivision) und
erhalten
-2 =(1—-2)1+z+2%+25+2%).

Damit ergibt sich

/1_$5d /(1+ L ratyde= 2t bt Lty e o
xXr = x X T x r = —-X - —X =T X .
-z 50 TaT T3 T

4 1 1
f) /96 + 33"'3 x:/wdl‘:/(m+3)dm:5372—&-33:—&-0.

3. Ein Fahrzeug beschleunigt zunichst in einen Zeitraum von 20 Sekunden mit linear wachsender Ge-
schwindigkeit von 0 auf 50 km/h, fihrt dann 2 Minuten mit konstanter Geschwindigkeit und bremst
anschliessend mit linear fallender Geschwindigkeit in einem Zeitraum von 30 Sekunden zum Stand.
Welchen Weg hat das Fahrzeug zuriickgelegt?

Loésung: Bevor wir beginnen legen wir uns darauf fest, dass wir die Zeit immer in Sekunden und die
Geschwindigkeit immer in Meter pro Sekunde angeben. Mit dieser Konvention ergibt sich

50km ~ 50-1000m  125m
h ~ 60-60s 9 s’

Tréagt man die Geschwindigkeit in Meter pro Sekunde gegeniiber der Zeit auf, so erhélt man den folgen-
den Graph:

Siehe néchstes Blatt!



20 140 170

Die Flache unter dem Graph entspricht nun dem zuriickgelegten Weg s. Da die Flache trapezformig ist,
ergibt sich

s 120s 4+ 170s 125m

. =2013.8m ~ 2km.
5 9s 013.8 m m

Das Fahrzeug féhrt also ca. zwei Kilometer bevor es anhiilt.

. Es bezeichne p ein Polynom fiinften Grades mit reellen Koeffizienten. Weiter bezeichne r, > 0 bzw.
¢p > 0 die mit Vielfachheit gezihlten reellen bzw. komplexen, nicht-reellen Nullstellen von p.

a) Was sind 7, ¢, fiir p(z) := 2 + 1?
b) Begriinde wieso immer gilt 1, + ¢, = 5.
¢) Wieso ist 7, = 2 und ¢, = 3 niemals moglich?

d) Finde alle moglichen Werte von 7,. Gebe weiterhin jeweils ein Polynom p an, welches genau 7,
mit Vielfachheit gezihlte reelle Nullstellen hat.

Losung:

a) Weil (—1)® = —1ist —1 eine Nullstelle von p. Es bezeichne &, := €275 fiirk = 0, ..., 4 die 5-ten
Einheitswurzeln. Die Nullstellen von p sind also —¢, fiir k = 0, ..., 4, weil (—&;)® = (—1)°¢} =
—1. Fir & > 1 ist & nicht-reell, also gilt , = 1 und ¢, = 4. Dies kann man auch dem folgenden
Bild entnehmen.
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Bitte wenden!



b) Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten in C
— also insbesondere auch mit Koeffizienten in R C C — genau n Nullstellen in C hat, wenn man
ihre Vielfachheit beriicksichtigt. Es folgt also 7, + ¢, = 5.

¢) Wir wissen, dass fiir eine Nullstelle z € C auch Z eine Nullstelle ist, wenn ein Polynom reelle
Koeffizienten hat. Somit ist ¢, immer durch 2 teilbar und der Fall ¢, = 3 kann also nicht eintreten.

d) In der letzten Teilaufgabe haben wir gezeigt, dass ¢, immer durch 2 teilbar sein muss. Weiterhin
wissen wir wegen Teilaufgabe b), dass ¢, < 5. Somit sind folgende Konstellationen denkbar:
I.r,=1,¢,=4
2. rp,=3,¢, =2
3.1, =5,¢, =0.
Die Konstellationen werden beispielsweise durch folgende Polynome realisiert
Lpx)=(x—1)(2?2+1)2 =25 -2 +223 - 222 + 2 — 1,

2. p(x) = (x —1)3(2% + 1) = 2° — 32* + 423 — 422 + 32 — 1,
3. p(x) = (x — 1)° = 2° — 5a? + 1023 — 1022 + 52 — 1.



