D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2017
Dr. Andreas Steiger

Losung - Schnelliibung 6

1
1. Berechne das Integral / x arcsin(z) dz mithilfe der Substitution z = sin u.
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Losung: Mit x = sin u erhalten wir dz = cos u du und fiir die Grenzen x = +1 = u = +7. Dann gilt

1 z 1 z
/ x arcsin x dx = / usinucosu du = 3 / usin(2u) du
1 _ _

jus
2

[NE]

[ME]

1 = 1
= [ucos(2u)] 25 + 1[ cos(2u) du = Z
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2. Bestimme die Menge aller Parabeln der Form y = —ax? 4+ b,a > 0,b > 0, welche mit der x-Achse die
Flache % einschliessen.

Losung: Die Schnittpunkte der Parabel mit der x-Achse sind durch die Nullstellen von —axz? + b
gegeben, nimlich x = :i:\/g . Die Fldche unter der Parabel ist wegen der Symmetrie gegeben durch

b

F(a,b) =2 / (—az® +b) do =2 {7%53 + bx}
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Es gilt F'(a,b) = % genau dann, wenn a = b%. Somit ist die gesuchte Schar gegeben durch

f(z) = —b*2%+b,b>0.

3. Es sei h € [0,1] eine reelle Zahl und T das Tetraeder mit Ecken in (0, 0,0),(1,0,0), (0,1,0) und
(0,0,1).

a) Berechne den Flicheninhalt S(h) des Schnitts von 7" mit der Ebene z = h.

b) Berechne den Volumeninhalt V' (h) des Tetraederstumpfes, der durch Abschneiden der Spitze von
T durch die Ebene z = h entsteht. Was gilt fiir A = 1?

Losung:

a) Zwischen h = 0 und h = 1 nehmen die Seitenldngen des Schnittes parallel zur - und y-Achse
linear ab. Auf Hohe z = h haben diese rechtwinklig aufeinanderstehenden Seiten also Lange 1 —h,
nach der Flachenformel fiir Dreiecke gilt also

(1-h)

S(h) =

Bitte wenden!



b) Der Volumeninhalt des Tetraederstumpfes ergibt sich durch Integration in z-Richtung und ist gleich

h h(1_ )2
V(h):/O S(z)dz:/o OT)dz:—é [(1-2)]0

1 1 h3 — 3h% + 3h
=——(1-hP?-1)=-1-(1-h)?)= ———.
G (L=h) —1) = c(1—(=n)) .
Im Fall h = 1 bekommen wir den Volumeninhalt des Tetraeders:
1
V(l)=-.
=5

4. Es sei p > 0 eine reelle Zahl. Berechne den Schwerpunkt des Fliachenstiicks, welches durch die beiden
Parablen y? = 2pz und 2% = 2py begrenzt wird.

Losung: Allgemeine Formel fiir den Schwerpunkt S = (zg, ys):

1// 1
T = — zdxdy ; vy :—// ydydz
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Die Schnittpunkte der Parabeln sind gegeben durch die Gleichung

daraus folgt z(z3 — 8p®) = 0, also = 0 oder # = 2p. Aus Symmetriegriinden sind also die Schnitt-
punkte (0,0) und (2p, 2p). Ebenfalls mit Symmetrie sieht man sofort, dass s = yg sein muss.
Die Fliche F kann auf einfache Weise berechnet werden: das Quadrat von (0, 0) bis (2p, 2p) hat Fliche

(2p)?, davon ziehen wir zweimal die Fliche unter der Kurve y = % ab. Wir erhalten

2p 42 11 3 4
F=2p)?-2- Y dr =42 — = .22 = (42 ) p2 = 22
(@) /o 2™ T T 3(p) 3)P =3P

Also gilt
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Somit gilt ys = g = —p.
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