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1. Offene Aufgabe. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
z(e¥ —3x)y —6ay +e¥+1=0.

Es gentigt, die Lésung implizit anzugeben.

Lgsung. Schreiben wir p(z,y) = —6zy + ¥ + 1 und ¢(z,y) = z (e¥ — 3z), so gilt
9 _ 0q
oy O

Da der Definitionsbereich weiters einfach zusammenhéingend ist, ist die Differentialglei-
chung exakt und folglich existiert eine Potentialfunktion F des Vektortelds (p, ¢). Durch

Integration kénnen wir eine solche Potentialfunktion als F'(z,y) = ~322%y + ze¥ + x
bestimmen, womit die implizite Lésung der Differentialgleichung durch F(z,y) = C,
also

z(ey = 3zy+ 1) =C
fiir C € C gegeben ist. ‘ O
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2. Offene Aufgabe.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen und die Vielfachheiten der Nullstellen des charakte-
ristischen: Polynoms der Differentialgleichung

ylll i Gy” + 11y/ _ 6y — 0

[Hinweis: 1 -6+ 11—~ 6 =0./
(b) Esseien 2:+3i und —1 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer homo-

genen Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten.
Was ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

(¢c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der Differentialgleichung
y/// _ 7y/ + 6y =e7.

Lisung. (a) Das charakteristische Polynom ist gegeben durch X 3 _6X2+11X—-6=0.

Es kann als
X-DX-2)(X-3)=0

faktorisiert werden. Damit sind die Nullstellen gleich 1, 2 und 3 und haben jeweils
Vielfachheit 1.

(b) Besitzt eine homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten drei verschiedene Nullstellen A1, A2 und Ag, so ist die allgemeine Lésung
dieser Differentialgleichung durch

y(z) = A1eM® + Age®® + Aze®
gegeben. Folglich ist die Losung gleich
A1ePH307 1 4502307 4 4ae=® — (B, cos(3z) + Basin(3x)) €2* 4 Bze™®

fiir By, Ba, B3 € C.

(c) Wie man leicht erkennen kann, ist

eine partikulire Losung dieser Differentialgleichung. &
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3. Offene Aufgabe.

(a) Bestimmen Sie die Kriimmung der Kurve
7(t) = <t, e”tz)
an der Stelle ¢ = 1.

(b) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die Evolute der Kurve

y=at

(c) Die Kurve K ist durch

e (@) = ([ 2250 [ B ), 0sisa

gegeben. Berechnen Sie die Bogenlinge von K.

Lésung. (a) Die Formel fiir die Kriimmung ist
(@2 +y%)*7
Verwenden wir dies fiir @(t) = t, y(t) = exp(—t?) an der Stelle t = 1, so folgt, dass
die Kriimmung der Kurve gleich
(4% — 2)e~t* i 2e~ !
(1+ 4t26_t2)3/2 e (A de=2)3/?
ist. ‘
1r parametrisieren die Kurve als (z{?), y(¢) = (£,7%). Die Kriimmung ist demnach
b) Wi trisi die K 1 4. Die K ist d 1
1242
(1 4 166)3/2°

Der Normaleneinheitsvektor ist allgemein durch
, (), Bt
ey - C0.5(0)
/ 582 + y2
gegeben, sodass in unserem Fall

mt) =

gilt. Folglich ist die Evolute gleich

(_4t3a 1)
V1+16t2

1+ 16t8
12¢2

(c) Die Bogenldnge zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1 geniigt der Formel

2 . 2t 1 1
VAT [ [ L
/ v (1+t2) (1—|—t2)2 Jo 1+¢2

= arctan(l) — arctan(Q) = g O

(ADE: (—4t>,1).
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4. Offene Aufgabe. Es bezeichne I das Intervall (0, §). Die Funktion f: Rx I — R werde
durch
fz,y) = ztan(y)

fiir ¢ € R und y € I definiert.

(a) Bestimmen Sie im Punkt (2, §,2) die Tangentialebene an den Graphen I'(f) von f.

(b): Zeigen Sie, unter der Annahme, dass das totale Differential df eine Abschétzung fiir
den absoluten Fehler Af ist, dass

Ax 20y

x + sin(2y)

eine Abschétzung fiir den relativen Fehler A 1/f ist.

(c)' Eine Methode um den Héhenunterschied zwischen dem aktuellen Standort und einer

Bergspitze zu messen ist, den Winkel 6 zur Bergspitze und die Entfernung [ zum
(gedachten) FuBpunkt des Berges zu messen (siehe Abbildung unten).
Dann berechnet sich der Hohenunterschied h als h = f(,6). Wir nehmen an, dass
wir- @ mit- einer Genauigkeit von 1° und [ mit einer Genauigkeit von 1% messen
konnen. Verwenden Sie: (b), um eine obere Schranke M fiir den relativen Fehler
Ah/h zu finden. Zeigen Sie weiter, dass gilt:

1 T
>+ —,
A _100+90
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Lésung. (a) Im Punkt (2,3,2) gilt

tany 1
grad(f(z,y) —2) = | oz | = | 4 |-
-1 -1

woinit die Tangentialebene durch

1 z 1 2
4 y| =1 4 w/4
-1 z -1 2

gegeben ist, also
z+dy—z=m.

(b) Das totale Differential df ist gleich

tany do + :v2 dy.
Y

COos

Unter der Annahme, dass das totale Differential df eine Abschitzung fiir den ab-
soluten Fehler A f ist, folgt nun

Af df dx . dy dz 2dy - Az 2Ay

—— — FRR— —

f I x  singcosy =z @ sin(2y) =z @ sin(2y)

t % = L. ebenso ist

(¢) Da wir [ mit einer Genauigkeit von 1% messen konnen, is 00

AY = 1. Mithilfe von (b) finden wir also

1 ™
M=— 4 "
100 " 90 sin(20)

Da 0 < sin(26) < 1 fiir 0 < @ < 7/2 gilt, ist

1 T
I > — 4 —.
M= 100 + 90 -
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5. Offene Aufgabe. Es bezeichne S die Oberfliche gegeben durch
z:m2—!—y2, 0<z< 1.

Weiter sei #(z,y, 2) = (—y3, 2%, 2%) ein Vektorfeld. Berechnen Sie

/ rot(7) - d§
S

in negativer z-Richtung.
Lésung. -Wir parametrisieren die Oberfliche durch z = rcosy, y = rsing und z = r?
fiir0<r<lund0 <y <27 Es gilt

rot(7) = (0,0,3(z* + y%)) = (0,0,3r%).

Weiters ist :
dS = —(1,0,2z) x (0,1,2y) de dy = (2z,2y,-1)

in negativer z-Richtung. Insgesamt gilt also

. 1 2 3
[row@-as= [ [7 s dpar= -5, o
S 0o Jo 2
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6. Offene Aufgabe. Es bezeichne
S ={(z,y,2) €R*: 22+ 4% = 1,0 < 2 < 3} U {(2,4,0) eR®: 2% +4% <1}

die Oberfliche eines halboffenen Zylinders. Weiter sei #: R3 — R? das Vektorfeld gege-
ben durch #(z,y,z) = (cosy,sin®z, 22 — 6).

(a) Die Flidche S kann mit der Kreisscheibe aus der SC-Frage geschlossen werden. Be-
rechnen Sie das Volumen des dadurch entstehenden Zylinders.

(b) Berechnen Sie div 7.
3= / / 7-dS
S

(c) Berechnen Sie den Fluss
Lésung. (a) Das Volumen eines Zylinders berechnet sich als Grundfliche mal Hohe,
ist also gleich 37

(b) Es gilt

aus S heraus.

Jug ~ Ovy  Oug ,
: —L b 2 =04+04 22 =2z
Ox - Oy 0Oz to+

divii =

(c) Es bezeichne V' das Innere des Zylinders und 7' die Kreisscheibe aus der SC-Frage,
gegeben durch 2?4 y? < 1, 7 = 3. Nach dem Satz von GauB ist

@z/div(@‘)dV—/ﬁ-d§,
V. T

wobei das Oberflichenelement dS in positiver 2-Richtung orientiert ist. Da 1" Teil
einer Eberne parallel zur zy-Ebene ist, ist dS = (0,0, 1). Somit ist

1 p2n p3
fP:/// 2;’dV—/3dS:2/ / / rzdzdedr — 3m =6r. U
v T 0. /0 [¢]
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7. Offene Aufgabe. Die Funktion: f: [0,7] — (0,00) sei gegeben. Betrachten Sie die
Region Ry € R3, definiert duirch die Menge aller Punkte (z, y, 2), die folgende Bedingung

erfiillen:
0< 22+ 2 <-f(z)sin(z) fir0<z< 7.

(a) Es sei f; definiert durch f1: z > cosh{cos(z)). Bestimmen Sie das Volumen von
Ry

(b) Es sei fy definiert durch fp: z — e®. Wir nehmen an, dass Ry, mit homogenem

Material der Dichte 1 gefiillt ist. Bestimmen Sie das Trigheitsmoment von Ry,

beziiglich der z-Achse, welches durch

///sz (2 +47) av

gegeben ist.

Lésung. - (a) Wit schreiben in Zylinderkoordinaten um. Allgemein ist das Volumsinte-
gral dann gegeben durch

w p2r pa/f(2)sinz
/ dV=/// Tdrd6d~=/ f / r drdfdz
Ry Ry 0 0 0

a0 P27 /F(z)sinz T
:/ / [_} dodz = 77/ f(z)sinzdz.
0 Jo 0

210
Fir f(z) = fi(z) finden wir
ks
dv = 7r/ cosh(cos z) sin z dz = — [sinh(cos 2)]]
Ry 0 :
= m(sinh(1) ~ sinh(—1)) = 2x sinh(1).

(b) Wieder schreiben wir in Zylinderkoordinaten um. Wie vorhin gilt

T 2 Vefsinz .
/ r2dV = / / / 3 drdfdz
Ry, 0o Jo Jo

e 714 Ve?sinz T g ’
_ / / [_} A0 dz = T/ e** sin? 2 dz.
o Jo L4l 2 Jo

Es gilt sin? z = 1 (1 — cos(2z)) und somit, durch die Substitution u = 2z,

T 1 [7 1 2m
/ e*sin® zdz = - / €% (1 —cos(22)) dz = = / e*(1 — cosu)du
0 2 Jo 4 Jo

1 2 2 _ 1 1 [
[et]ar — 1 / e cos u du = 1 / e" cos udu.
0 : 0

1
T4
Nun gilt

/ et cosudu = e* cosu + / e“sinudu = e“cosu +e'sinu — / e' cos u du,
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woraus [ €% cos u du = %(cosu + sinu)e¥ + C folgt. Somit ist

T 21 : w72m 21
.. e™ —1 1| (cosu+sinu)e e*™ —1
/ e?sinsds = ——— {————-———-———( )
¢}

4 4 2 o 8

womit die endgiltige Losung

. 2
/ r2dV = LI\ (e 1)
sz 16
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1lc, 2¢, 3b, 4b, Ha, 6a,
7c, 8b, 9c, 10a, 11c, 12c,
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—h

19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

-

= Fh R R T

g’—h

=

4% 5% ¢

\:—h

£ 2,72 ™=

=



