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Allgemeines
o Legen Sie Thre Legi vor Priiffungsbeginn offen auf den Tisch.

e Schalten Sie alle elektronischen Geréte (Handy, Smartwatch, etc.) aus und verstauen Sie diese in Threm
Gepick. Jegliche Kommunikationsmittel sind wiahrend der Priifung verboten.

e Zugelassene Hilfsmittel: Eine Zusammenfassung der Vorlesung auf 10 A4 Seiten (5 Blétter); die For-
melsammlung ”Formeln, Tabellen, Begriffe” (dt/fr/it/en); ein Worterbuch fiir fremdsprachige Studenten.

e Verwenden Sie dokumentenechte blaue oder schwarze Stifte fiir Ihre Antworten. Resultate in roter oder
griiner Farbe sowie Bleistift konnen nicht gewertet werden.

Format der Priifung
e Die Priiffung dauert 240 Minuten und beginnt um 8:30 Uhr.

e Die Priifung besteht aus 9 Multiple Choice-Aufgaben (MC), 18 Single Choice-Aufgaben (SC) und 7
offenen Aufgaben. 7 der 18 SC-Aufgaben sind den offenen Aufgaben vorangestellt, da diese thematisch
zusammengehoren. Die MC- bzw. SC-Aufgaben beantworten Sie auf dem zugehorigen Antwortblatt, die
offenen Aufgaben bearbeiten Sie schriftlich auf Papier.

e Jede MC-Aufgabe besteht aus drei Teilen, die jeweils mit richtig oder falsch beantwortet werden konnen.
Im MC-Teil gibt jede korrekt angekreuzte Aussage 2 Punkte, jede falsch angekreuzte Aussage —2 Punkte
und 0 Punkte wenn kein Kreuz gesetzt wurde. Die Summe der erzielten Punkte in MC-Teil wird auf 0
aufgerundet, sollte diese Zahl negativ sein.

o Jede SC-Aufgabe besitzt drei Antwortmdéglichkeiten, von denen genau eine richtig ist. Eine richtige Ant-
wort gibt 2 Punkte, eine falsche Antwort —1 Punkt, keine Antwort 0 Punkte. Die Summe der erzielten
Punkte im SC-Teil wird auf 0 aufgerundet, sollte diese Zahl negativ sein.

o Jede offene Aufgabe gibt 22 Punkte. Resultate in diesem Teil miissen nachvollziehbar begriindet werden,
um die volle Punktzahl in einer Aufgabe zu erreichen. Bitte bearbeiten Sie jede offene Aufgabe auf einem
neuen Blatt Papier und beschriften Sie dieses mit Ihrer Legi-Nummer!

Das Antwortblatt
e Das Antwortblatt ist bereits mit Threm Namen, Threr Leginummer und der Priifungsgruppe beschriftet.
e Markieren Sie Thre Losungen der MC- und SC-Aufgaben deutlich auf dem Antwortblatt.

e Fiillen Sie das Antwortblatt erst kurz vor Schluss der Priifung aus um Korrekturen zu vermeiden. Falls
notig, korrigieren Sie falsche Antworten mit einer gut deckenden, weissen Korrekturfliissigkeit.

e Wichtig: Notieren Sie am Ende die Priifsumme auf dem Antwortblatt. Diese ist gleich der Anzahl der
ausgemalten Kéastchen. Haben Sie jede Frage beantwortet, so ist die Priifsumme 18 49 -3 = 45.

Die Abgabe

e Sie konnen bis 15 Minuten vor Ende der Priifung vorzeitig abgeben. Melden Sie sich dafiir bei einer
Aufsichtsperson. Verlassen Sie Ihren Platz erst, wenn IThnen dies gestattet wird.

e Ab 15 Minuten vor dem Ende der Priifung kénnen Sie nicht mehr vorzeitig abgeben. Warten Sie, bis die
Priifung offiziell beendet wird und die Antwortbldtter und Aufgabenblétter eingesammelt wurden.

e Nach Abgabe diirfen Sie erst dann aufstehen, wenn die Aufsichtspersonen Thnen dies gestatten.
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Offene Aufgaben. Jeder der folgenden sieben offenen Aufgaben ist eine einzelne, the-
matisch verwandte Single Choice-Aufgabe vorangestellt. Beantworten Sie die Single Choice-
Aufgabe auf dem Antwortblatt, die offene Aufgabe auf einem neuen Blatt Papier. Jede offene
Aufgabe ist 22 Punkte wert.

1. Single Choice. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
—6z — 5y +4+ 2y +8—5x)y =0
ist implizit durch die Kurvenschar
(y—3x+4)2y+2)=C firCeR

gegeben. Welche Form hat die Losungskurve fiir C' = 07

(a) Eine Hyperbel.
(b) Eine Ellipse.

(c) Zwei Geraden.
Offene Aufgabe. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
z(e¥ —3x)y — 6y +eY +1=0.

Es geniigt, die Losung implizit anzugeben.
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2. Single Choice. Wir bezeichnen mit «; und ay die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms einer linearen Differentialgleichung zweiten Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Welche der folgenden Bedingungen impliziert, dass die allgemeine Losung der
Differentialgleichung beschrénkt ist?

(a) a2 =a=xbifira<0undb>0.
(b) a2 € R.
(¢) ai2 = =ib fiir b > 0.

Offene Aufgabe.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen und die Vielfachheiten der Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms der Differentialgleichung

y/// o 6y” + ].].y/ o 6y — 0'

[Hinweis: 1 —6+11 -6 =0./
(b) Es seien 2+3i und —1 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer homo-

genen Differentialgleichung dritten Ordnung mit konstanten reellen Koeflizienten.
Was ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

(c) Bestimmen Sie eine partikulire Losung der Differentialgleichung

y/// . 7y/ + 6y = e 2.
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3. Single Choice. Es sei 7(t) fiir t € R eine Parametrisierung einer Kurve in der Ebene.
Es bezeichne k(t) die Kriimmung von #(¢) und E(t) die Parametrisierung der Evolute
von 7(t). Was konnen wir iiber |k(t)| aussagen, wenn wir annehmen, dass die Distanz
|7(t) — E(t)] zwischen der Kurve und der Evolute monoton steigend in ¢ ist?

(a) |k(t)| kann monoton steigend in ¢, monoton fallend in ¢, oder keines von beiden sein.
(b) |k(t)| ist monoton fallend in t.

(c) |k(t)| ist monoton steigend in ¢.
Offene Aufgabe.

(a) Bestimmen Sie die Kriimmung der Kurve

7(t) = <t, e_t2>

an der Stelle ¢ = 1.

(b) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die Evolute der Kurve
y=2z".

(c) Die Kurve K ist durch

' cosu ! sinu
t t t)) = ——d ——d 0<t<1
o (00 = ([ 5o [ i), 0sis

gegeben. Berechnen Sie die Bogenlédnge von K.
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4. Single Choice. Die Funktion f sei definiert durch
(z,9) = 2* + 92
Wie lautet das totale Differential df von f?
(a) 22 dz + y* dy
(b) 2z dx + 2y dy
(c) zydx +zydy

Offene Aufgabe. Es bezeichne I das Intervall (0, 7). Die Funktion f: Rx I — R werde
durch

f(@,y) = wtan(y)
fir x € R und y € I definiert.

(a) Bestimmen Sie im Punkt (2, §,2) die Tangentialebene an den Graphen I'(f) von f.

(b) Zeigen Sie, unter der Annahme, dass das totale Differential df eine Abschétzung fiir
den absoluten Fehler Af ist, dass

Ax 2Ay
r  sin(2y)

eine Abschétzung fiir den relativen Fehler Af/f ist.

(c) Eine Methode um den Hohenunterschied zwischen dem aktuellen Standort und einer

Bergspitze zu messen ist, den Winkel 6 zur Bergspitze und die Entfernung [ zum
(gedachten) Fuipunkt des Berges zu messen (siehe Abbildung unten).
Dann berechnet sich der Hohenunterschied h als h = f(I,6). Wir nehmen an, dass
wir 6 mit einer Genauigkeit von 1° und [ mit einer Genauigkeit von 1% messen
konnen. Verwenden Sie (b), um eine obere Schranke M fiir den relativen Fehler
Ah/h zu finden. Zeigen Sie weiter, dass gilt:

1 T

M > + —.

=100 ' 90
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5. Single Choice. Es sei ¢ ein quellenfreies Vektorfeld. Dann gilt

(a) Der Fluss ® = [[ - dS aus einer geschlossenen Oberfliiche hinaus ist immer 0.

(b) Die Arbeit f7 U - d§ entlang eines geschlossenen Weges ~y ist immer gleich 0.

(c) Es existiert immer ein Potential f: R® — R, sodass ¥ = (fa, fy, f2)-

Offene Aufgabe. Es bezeichne S die Oberfliche gegeben durch
z=a2+y% 0<z<1

Weiter sei 9(x,y, 2) = (—y3, 23, 23) ein Vektorfeld. Berechnen Sie den Fluss

/ rot (%) - dS
S

in negativer z-Richtung.
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6. Single Choice. Es sei 7: R? — R? das Vektorfeld gegeben durch

#(z,y, 2) = (cos(y), sin®(z), 2% — 6).

Wie gross ist der Fluss des Vektorfelds durch die Kreisscheibe
?+y2<1,2=3
in negativer z-Richtung?
(a) —3m
(b) 0
(c) 3m
Offene Aufgabe. Es bezeichne
S={(z,y,2) ER: 22+ =1,0< 2 <3} U{(2,9,0) e R3: 2® + 4% < 1}

die Oberfliche eines halboffenen Zylinders. Weiter sei : R — R3 das Vektorfeld gege-
ben durch ¥(x,y, 2) = (cos(y), sin?(x), 22 — 6).

(a) Die Fldche S kann mit der Kreisscheibe aus der SC-Frage geschlossen werden. Be-
rechnen Sie das Volumen des dadurch entstehenden Zylinders.

(b) Berechnen Sie div .

(c) Berechnen Sie den Fluss

aus S heraus.
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7. Single Choice. Es seien A und B zwei disjunkte Korper in R® und a bzw. b die
Trégheitsmomente von A bzw. von B beziiglich der z-Achse. Was ist das Trégheitsmoment
der Vereinigung A U B beziiglich der z-Achse?

b
(a) %2
(b) Va2 + b2
(c) a+b.
Offene Aufgabe. Die Funktion f: [0,7] — (0,00) sei gegeben. Betrachten Sie die
Region Ry C R3, definiert durch die Menge aller Punkte (z,y, z), die folgende Bedingung

erfiillen:
0<a®+y* < f(z)sin(z) fir0<z<m.
(a) Es seil fi definiert durch fi: z — cosh(cos(z)). Bestimmen Sie das Volumen von
Ry,.
(b) Es sei fo definiert durch fo: z — e*. Wir nehmen an, dass Ry, mit homogenem

Material der Dichte 1 gefiillt ist. Bestimmen Sie das Trigheitsmoment von Ry,
beziiglich der z-Achse, welches durch

JI, e

gegeben ist.
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Single Choice. Die folgenden elf Aufgaben sind Single Choice-Aufgaben. Fine richtige Ant-
wort ist 2 Punkte, eine falsche Antwort —1 Punkt und keine Antwort 0 Punkte wert. Ist die
Gesamtpunktezahl iber alle Single Choice-Aufgaben (inklusive den 7 Single Choice-Aufgaben,
die den offenen Aufgaben vorangestellt sind) negativ, so wird sie auf 0 Punkte aufgerundet.

8.

10.

11.

12.

Die Kurve K sei definiert durch
t (z(t),y(t)) = (—e'sint, e’ cost).
Bestimmen Sie die Bogenlénge von K zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1.
(a) e—2
(b) V2e — V2
(c) 2v/2e
X an

Was ist der Konvergenzbereich der Potenzreihe Z —a"?

n=0
(a) (_1/3a 1/3)
(b) {0}
(c) R

Was ist der Imaginérteil der komplexen Zahl exp(exp(im))?
(a) 0

(b) exp(—1)
(c) exp(r)

w/2
Berechnen Sie (beispielsweise durch partielle Integration) das Integral / x cos(x) dx
0

(a)
(b)
(c)
Die Richtungsableitung der Funktion f(x,y, z) = xyz an der Stelle (1,1, 1) in Richtung
des Vektors (1,0, 2) ist gleich

(a) 1/V5

(b) 2/V5

(c) 3/V5

oy N O

-1
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13. Welche der folgenden Kurven ist die Losungskurve einer partiellen Lésung des Systems
von Differentialgleichungen
=y
{ =z — a3

[Hinweis: Es ist nicht notwendig, das System zu ldsen. Versuchen Sie stattdessen, falsche
Antworten zu eliminieren.|

fir ¢t € [a,b] und a,b € R?

(a) Abbildung (a)
(b) Abbildung (b)
(c) Abbildung (c)

7
3
(b) §
1

15. Bestimmen sie, ob das uneigentliche Integral

© 1
=) ——d
Jy S

konvergiert. Falls I konvergiert, bestimmen Sie den Wert von I.

(a) I divergiert.
1
~ log?2

1
(©) I= (log 2)?

(b) 1
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16. Die Funktion f: R — R sei durch

1

gegeben. Weiter sei die Funktion g: R — R durch
g(z) =log (cos’(2z) +1) firz eR

gegeben. Welcher der Graphen der Funktionen g1, g2 bzw. g3 entspricht dem Graph der
Funktion ¢ in der nachstehenden Abbildung? (Abbildung (d) zeigt f)

(a) g1 (Abbildung (a))
(b) g2 (Abbildung (b))
(c) g3 (Abbildung (c))

() (d)

17. Die Fléche A sei berandet durch den Graph der Funktion f(x) = cos(z) auf dem Intervall

18.

[0,7/2], die 2-Achse, und die y-Achse. Was ist die y-Koordinate des Schwerpunkts von
A?

[Hinweis: A hat die Fliche 1.]
()
(b)
(c)

®©|x &7 Wi

1-—1
Bestimmen Sie den Wert von lim i(x)
e 1 —1 / e

(a) Der Limes existiert nicht.
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Multiple Choice. Die folgenden neun Aufgaben sind Multiple Choice-Aufgaben. Jede der
Multiple Choice-Aufgaben besteht aus drei Teilaufgaben, die Sie auf dem Antwortblatt jeweils
mit wahr oder falsch beantworten kinnen. Wird eine Teilaufgabe richtig beantwortet, gibt es
2 Punkte, bei falscher Beantwortung —2 Punkte und bei Nichtbeantwortung 0 Punkte. Ist
die Gesamtpunktezahl iber alle Multiple Choice-Aufgaben negativ, so wird sie auf 0 Punkte
aufgerundet.

19. Es sei f:[0,1]> — R eine stetig differenzierbare Funktion und es seien g, 3o € [0, 1].
Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob diese wahr ist!

(a) Ist (z0,y0) eine globale Maximalstelle von f, so gilt fz(2o,y0) = fy(zo,y0) = 0.

(b) Falls fy(zo,y0) = 0 und fy(zo,50) = 0 beide gelten, so ist (zo,yo) eine lokale
Maximal- oder eine lokale Minimalstelle.

(c) Esseien u: [0,1] - R und v: [0,1] — R zwei Funktionen, sodass f(z,y) = u(z)v(y)
gilt. Ist z eine Maximalstelle von u und yy eine Maximalstelle von v, so ist (xg, yo)
eine Maximalstelle von f.

20. Es sei p: R — R ein Polynom vom Grad 7 mit reellen Koeffizienten, einer doppel-
ten Nullstelle bei 0 und einer doppelten Nullstelle bei 1. Bestimmen Sie fiir jede der
folgenden Aussagen, ob sie wahr sein kann!

(a) Das Polynom p hat zwei verschiedene Nullstellen a + ib und ¢ + id, sodass b, d > 0.
(b) Das Polynom p hat eine doppelte Nullstelle der Form b fiir b > 0.
(c) Das Polynom p hat zwei komplex konjugierte Nullstellen.

21. Es seien u: R? — R und v: R? — R zwei Funktionen. Fiir welche Paare (u, v) existiert
eine Funktion f, sodass f, = u und f, = v gilt?

(a) u sin(y).
(b) u = —xsin(zy), v = —ycos(xy).
(c) u= (14 zy)e™, v =a%e™.

22. Betrachten Sie die Funktion f: x — /2z — 3, definiert auf (3/2, 00). Welche der folgen-
den linearen Funktionen sind Tangenten an f?

=2z cos(y), v = —z?

(a) x—1
(b) -5 +1
(C) 11

5
23. Der Punkt P € R? sei durch P = (1,0,2) in kartesischen Koordinaten gegeben. Welche
der folgenden Mengen enthalten P?

Sy

(a) In Zylinder-Koordinaten, die Menge aller Punkte (p, p,z) mit p > 0, ¢ = 0 und

z=2.
(b) In Zylinder-Koordinaten, die Menge aller Punkte (p, ¢, z) mit p = v/5, 0 < ¢ < 27
und z = 2.

(c) In Kugel-Koordinaten, die Menge aller Punkte (r,¢,6) mit r = /5, ¢ = 0 und
0<6<m.
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24.

25.

26.

27.

Es seien f und ¢ differenzierbare reelle Funktionen. Welche der folgenden Bedingungen
implizieren, dass f(x) eine Asymptote fiir g(z) ist, wenn x gegen unendlich strebt?

(a) lim (f(z) - g(a)) = 0.

T—00

o flx)
O B ="

(c) f'=4.

Es sei o: R? — R3 ein Vektorfeld. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Bildungen, ob
diese zuldssig ist!

(a) graddivd

(b) divrot v

(c) gradgrad ¢

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Regionen, ob diese einfach zusammenhéngend ist!

(a) Ein halboffener Zylinder: 2% + 4% =1, 0 < z < 1 vereinigt mit 2% +¢? <1, z = 0.
(b) Der dreidimensionale euklidische Raum ohne einer Achse: R3\ {z = 0,y = 0}.

(c) Die Oberfliiche eines Ellipsoids: 22 + 2y% 4 2% = 1.

Es seien F(z) bzw. G(z) Stammfunktionen der Funktionen f: R — R bzw. g: R — R.
Auflerdem gelte G(x) > 0 fiir z € R. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Aussagen,
ob sie wahr ist!

(a) F(z)? ist eine Stammfunktion von f(z)F(z).

(b) F(z) — G(z)+ 1 ist eine Stammfunktion von f(z) — g(z).

(c) log(G(z)) ist eine Stammfunktion von %.



