Mathematik Il

E.W. Farkas

5.1 Einleitung

5.2 Warmeleitung und
Diffusion

Mathematik 111 o
Herbst 2017

Prof. Dr. Erich Walter Farkas

ETH Zirich

Kapitel 5. Partielle Differentialgleichungen



Allgemeine Hinweise

Die verwendete Folien basieren teilweise auf die im Herbst

2012, 2014 und 2016 verwendete Fassung von Herrn Dr. A.

Caspar und
Herrn Prof. Dr. N. Hungerbiihler
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Partielle Differentialgleichungen (PDEs)
ODEs vs. PDEs: Ein Vergleich

E.W. Farkas

Gewdhnliche Differentialgleichungen ODEs
> 1 unabhangige Variable (z.B. die Zeit t)
» 1 oder mehr abhangige Variablen (z.B. die
Konzentration C(t) eines Medikaments in einem Organ)
Beispiel:
» (ODE) C'(t) = f(C(t),t)
» (AB) C(0)=Cp (Anfangsbedingung)
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Partielle Differentialgleichungen PDEs
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> 2 oder mehr unabhangige Variablen
(z.B. Zeit t und Ort x € R3)

5.1 Einleitung

> 1 oder mehr abhingige Variablen (z.B. die Konzentration
C(x, t) eines Medikaments, oder die Temperatur T(x, t))

Beispiel: Temperatur T(x, t) in einem Gebiet Q C R3
» (PDE) 2700 — AT(x, t)
» (AB) T(x,0) = To(x) (Anfangsbedingung)
» (RB) T(x,t)=f(x,t) fir x € 0Q (Randbedingung)
Dabei ist

b= Zax2

der Laplace-Operator in R”, und 92 bezeichnet den Rand von Q.



Mathematik Il

Warmeleitung /Diffusion
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u(x, t) sei die Temperatur (oder die Konzentration einer Stoffes)
zur Zeit t > 0 und am Ort x in einem Festkdrper Q C R3. Wie
breitet sich die Warme (der Stoff) aus? B2 v e

Modellsituation: Orientiere die x;-Achse in Richtung Vu.

X3 /n, In|=1

X2
’ @d
Xy

0 L

Temperatur u, Temperaturu, > u,

Die Warmemenge, die pro Zeiteinheit von rechts nach links durch
den Balken der Lange L fliesst ist proportional zur
Querschnittsflache A, zur Temperaturdifferenz und umgekehrt

proportional zu L:
dw B kuL — U
dr L

Die Materialkonstante k heisst Warmeleitfahigkeit. Die Richtung
der Warmeleitung ist dabei durch den zweiten Hauptsatz der

A

Thermodynamik gegeben. 5/27



Gehen wir von der geneigten Fiche S aus, und beachten wir, dass Setis ety

fur kleines L der Differenzenquotient die partielle Ableitung nach E.W. Farkas
X1 approximiert, so erhalten wir

dw

? = kVu-nS 5.2 Warmeleitung und

Dies ist minus die Warmemenge, die pro Zeiteinheit durch S in
Richtung n fliesst.

n, nj=1

Allgemein ist  damit  der /
Warmefluss durch 9 nach
aussen

¢(8Q):—/mkVu~nd5

Die pro Masse gespeicherte Warmemenge ist proportional zur
Temperatur: Die in Q enthaltene Warmemenge ist daher

W(Q):/chpdv

wobei ¢ die spezifische Warmekapazitat pro Masseneinheit des
Stoffes, und p seine Dichte ist. 6/27



Somit

dM;EQ) / (;updv_ _(09) =

/ kVu-ndS G"z”ss/div(kvu)dv
o0 Q

Diese Gleichung gilt fiir beliebiges €2, daher missen die roten
Integranden gleich sein:

cp% = div(kVu)
Ist k konstant, so erhalt man daraus mit D := % > 0 die

Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

ou
E = DAU
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5.2 Wirmeleitung und
Diffusion
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Beispiel: Warmeleitung im geschlossenen Draht
<~ 0 Auf dem Draht der Lange L
unger messen wir die Position x als 5.3 Lésung von PDEs

Entfernung ab einem willkirlichen
Referenzpunkt 0.

Zu Beginn liegt eine Halfte des Drahts in einem Warmebad der
Temperatur 1, der Rest hat Temperatur 0. Zur Zeit t = 0 wird der
Draht aus dem Warmebad gehoben, und die resultierende
Warmeverteilung ist zu berechnen. Zu Iosen ist also:

ou 0?u

ur x L
e 16,0) = tolx) = {cl) :Ur . i Fz 1
29

(RB) u(x + L, t) = u(x, t) firxeR,t>0



1. Losungsschritt: Separation der Variablen

Ansatz: Wir suchen Losungen der PDE von der Form

u(x,t) = X(x)T(t)

» Einsetzen in die PDE liefert TX = DX"T,
» Division durch DXT ergibt

1T7(t)  X'(x)

DT(t)  X(x)

fir alle x e R, t >0 (1)

Halt man erst x und dann t fest, so sieht man, dass beiden Seiten
von (1) gleich einer Konstanten & sind.
D.h. es gelten die beiden ODEs

T =&sDT (*)
X" =krX (%)
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5.3 Losung von PDEs



D.h.
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Fiir £ > 0 besitzt () nur die periodische Lésung X = 0. E\W. Farkas

Wir setzen also k := —w? < 0.

Dann besitzt (xx) die periodischen Ldsungen

5.3 Losung von PDEs

X(x) = Acos(wx) + Bsin(wx)

Periode L liegt genau dann vor, wenn w = w,, := ZLL” fur
ne{0,1,2,...}.

die L-periodischen Ldsungen von (xx) sind

Xn(x) = Ap cos(wpx) + By sin(wpx)

Entsprechend erhalten wir nun fiir jedes n € {0,1,2,...} aus ()

T, =

—Dw?T, die Lésungen

To(t) = exp(—Dw?t)

10/27



Die Losungen von (PDE) und (RB) sind also die Funktionen MathematikcIl

E.W. Farkas
un(x,t) = Xp(x)Th(t)
= (A, cos(wnx) + By, sin(w,x)) exp(—Dw?t)

5.3 Losung von PDEs

Diese Losungen nennen wir Basislosungen.

11 /27



2. Loésungsschritt: Superposition Hathemetic

E.W. Farkas

> (PDE) und (RB) sind linear und homogen.

» Daher sind Linearkombinationen und aus den Basislosungen

. . . . 5.3 Lésung von PDEs
gebildete Reihen wieder Losungen:

- 2 2 472 n?
u(x,t) = Z (A,, cos(%nx) + B, sin(inx)) exp(fDWT;t)
n=0

ist (Konvergenz der Reihe vorausgesetzt) fiir beliebige Wahl
der A,, B, eine Lésung von (PDE) und (RB).

Idee: Wahle die Koeffizienten A,, B, so, dass auch die (AB)
erfiillt ist!

D.h.

= 21n 2mn !
u(x,0) = A, cos(—x) + Bpsin(—x) | = ug(x
(0 =3 (Arees 10 + BT "0) L )

12 /27



Dies ist offenbar gerade dann der Fall, wenn die A,, B, als Mathematik Il

Fourier-Koeffizienten der Funktion up gewahlt werden: E.W. Farkas

1
AOZE’ A,=0flrn>1

5.3 Losung von PDEs

2
B, = — fiir n ungerade, B, = 0 fiir n gerade
nm

Setzen wir diese Koeffizienten ein, erhalten wir die Losung

1 2 X 1. 2mn 42 n?
u(x,t) = 5—1—; nzz:l Esm(Tx)exp(—D?t)
n ungerade

Bemerkung: An der Ldsungsformel liest man ab, dass u(x, t) fir
t — oo gegen die stationdre (d.h. zeitunabhingige) Ldsung

Ag = %fOL up(x)dx von (PDE) und (RB) konvergiert.

13 /27



Auch ohne Kenntnis einer expliziten Losungsformel lassen sich
Informationen iiber die Losung gewinnen:

A priori Aussagen iiber die Losung

> Integriert man die PDE iiber x von 0 bis L, ergibt sich

d

L L
p i udX:/O Ugdx =0

. . . . 2 .
wobei wir die Notation u; := %, Uy = % etc. benitzen.

D.h. die Warmemenge im Draht ist zeitlich konstant
L
/ u(x, t) dx = konst.
Jo

was physikalisch plausibel ist, da weder Warme zu- noch
abgefiihrt wird.

Mathematik Il

E.W. Farkas

5.3 Losung von PDEs
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Mathematik Il
» Multipliziert man die PDE mit u und integriert dann lber x E\W. Farkas
von 0 bis L, ergibt sich

L L

L L
partielle
% Pdx = | uupdx = | uugedx = — ufdx <0 5.3 Lésung von PDEs
Integration
0 0

0 0

SIS

D.h. fOL u?(x, t)dx ist monoton fallend in t.

» Multipliziert man die PDE mit In v und integriert dann liber
x von 0 bis L, ergibt sich

L L

ulnudx = 2 ; (ulnu—u)dx =

L L tiell L2
partielle
uslnudx = Uy In U dx = — —2dx <0
0 0 Integration o Uu

D.h. die Entropie — fo x,t)Inu(x, t) dx ist in der Zeit
monoton wachsend.

d
dt
0

15 /27
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> Betrachten wir v(x, t) := u(x, t) — et (fir € > 0), und 2 Brles
nehmen an, v nehme zur Zeit ty in xg ein Maximum an, d.h.

t) = t
v(xo, to) Tgﬁg v(x, to)

5.3 Losung von PDEs

Dann gilt
0 > Viu(x0, to) = Un(X0, to) = ue(x0, to) = ve(x0, t0) + €
d.h. —e > vi(x0, tp). Wegen Stetigkeit gilt dann
7% 2 Vt(Xa t)

in einer ganzen Umgebung von (xp, tp). Inbesondere gilt fiir
t < to nahe genug bei tj

max v(x, t) > v(xo, t) > v(xo, tp) = max v(x, to)

Da diese Uberlegung unabhangig von ty gemacht wurde, ist
maxyer V(x, t) fiir alle t > 0 strikt monoton fallend.

16 /27
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Im Limes € \, 0 folgt
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max u(x, t) ist monoton fallend fiir t > 0
PSS
Dies ist ein Spezialfall des sogenannten Maximumprinzips fiir die

Warmeleitungsgleichung. >3 [osun von POEs

Betrachtet man —u statt u, so folgt das entsprechende
Minimumprinzip:

miﬁ u(x, t) ist monoton wachsend fiir t > 0
S

Das Maximumprinzip besagen also, dass sich bei der
Warmeleitung (und entsprechend bei der Diffusion) Warme nicht
lokal konzentrieren kann, ohne dass dort geheizt wird. Ebenso ist
wegen des Minimumprinzips spontane lokale Abkiihlung nicht
moglich. Dies steht im Gegensatz zu Wellenphanomenen, wo sich
Wellen lokal aufschaukeln konnen, was etwa bei der
Nierensteinzertriimmerung durch Schall explizit ausgeniitzt wird.

17 /27
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> Eine stationare, also nicht von der Zeit abhangige Losung der
Warmeleitungsgleichung erfillt die Laplace- oder
Potentialgleichung :
Au=0 E;aAplFa)lcesz—GIeichung

> Wegen Au = div Vu ist dann eine Losung u das Potential
des divergenzfreien Vektorfeldes Vu.

» Elektrostatische Felder, oder Gravitationsfelder sind von
dieser Art.

> Losungen der Laplace-Gleichung heissen harmonische
Funktionen.

18 /27



ispi ir di ion3 = Mathematik 11
Als Beispiel suchen wir die stationare Losung der athemati

Warmeleitungsgleichung auf einer Kreisscheibe B vom EW. Farkas
Radius rp, also die Warmeverteilung auf B, die sich nach

langer Zeit einstellt.

Dazu statten wir B mit Polarkoordinaten aus:

5.4 Die
Laplace-Gleichung
1 1 . B
Au=up+ sur+ 5Upp =0 in B

u(r0,p) = E() auf 9B N

& beschreibt die gegebene Randtemper-
atur.

19 /27



1. Lésungsschritt: Separation der Variablen = """

E.W. Farkas

Ansatz: u(r,p) =1(r)g(p).
> Einsetzen in die PDE liefert
1 1z 1
ffg+fg+5fg=0 v
(wobei / die Ableitung nach r, und * die Ableitung nach ¢ ’ *
bezeichnet).
> Nach Multiplikation mit ;—; ergibt sich

1 .
?(r2f” +rf') = w2
g

» Da links eine Funktion von r und rechts eine von ¢ steht,
miissen beide Seiten eine Konstante w? sein, wobei wir das
Vorzeichen bereits geeignet gew3hlt haben).

» Es sind also zwei ODEs zu |6sen:
g=-wg, P4+ - =0
> Die Losungen der Gleichung links sind

£(¢) = Acos(wg) + Bsin(wep)

20 /27
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Da nur 2m-periodische Losungen in Frage kommen, ist E\W. Farkas
w = w, :=n € Ny, d.h.

gn(p) = A, cos(np) + B, sin(np)

Die rechte Gleichung r?f) + rf, — nf, = 0 (eine Eulersche aplace-Glichung
Gleichung) 18st man mit dem Ansatz f,(r) = r®.

Einsetzen liefert a(a — 1) + a — n?> =0, also a = £n.

Da wir keine Singularitaten wollen, kommt nur o = n in
Frage, also f,(r) = r".

Damit erhalten wir fiir n € Ny die Basislosungen

un(r; ) = fa(r)gn(p) = r"(An cos(ng) + By sin(ny))

21/27
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2. Losungsschritt: Superposition der

- .o E.W. Farkas
Basislosungen
Da die PDE linear und homogen ist, ist auch
=A+ Z A cos n@ + B, Sln(mp)) E:pIIaDLSe—GIeichung

eine Losung (Konvergenz der Reihe vorausgesetzt).

Idee: Waihle die Koeffizienten A,, B, so, dass die Randbedingung
erfillt ist, d.h.

u(ro, @) = Ao+2ro (Ancos(np) + Bysin(ng)) = £()
n=1

= % + ;(an cos(ny) + b, sin(nyp))
wobei auf der unteren Zeile die Fourier-Reihe von £ steht. Durch
Koeffizientenvergleich finden wir
po=2 A= g
2 ry ry
22/27



Somit lautet die endgiiltige Lésung
u(r, +Z (an cos(ny) + b, sin(ng))

1 firo<ep<m

- erhalten wir
0 firmr<p<2rm

Fiir () == {

1,2 &
u(r,ga):§+; Z Fsm(mp)

n=1
n ungerade

Darstellung: Die Temperatur ist als Graph dargestellt. Rot ist
heiss, blau ist kalt:

Mathematik Il
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5.4 Die
Laplace-Gleichung

23 /27



Wir formen die Losung noch um, indem wir die
Fourier-Koeffizienten einsetzen:

u(r, )

% + nz:; :—g(an cos(ng) + by sin(ny))

%/0 ﬂf(t)dt—FZ% ( 7Tf(t) cos(nt)dt cos(np)+

0

+ [ csnmatsinin) (£)

27 e
%/0 £(t) 1—|—22:(cos(nt)COS(”’P))ﬂL

n=1

+sin(nt) sin(ny)) <r>n} dt

n

Das Additionstheorem fiir den Kosinus liefert fiir den roten

Ausdruck

cos(nt) cos(ny)) + sin(nt) sin(ny) = cos(n(t — ¢))

Mathematik Il
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5.4 Die
Laplace-Gleichung
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Die eckige Klammer I3sst sich dann mit Hilfe der Formel fiir die Mathematik Il

geometrische Reihe umformen: E.W. Farkas
o) o n
.| = Rel1l —el(t=¢)
[ ] e ( +2 Z (fo e
n=1
Lei(t—ap) E:pl[:ieefGIeichung
— (]
= Rel|l+ 271 =y
ro

i(t— 2 _ 2
ro + ref(t=%) rg—r

ro — reit=¢) rg —2rrpcos(t — @) + rg

Setzen wir dies oben fiir die eckige Klammer ein, ergibt sich die
Losung ohne Umweg liber die Fourier-Reihe von &:

u(r )—1/%5(15) 5 dt
=0 ré —2rrpcos(t — @) + g

Dies ist die Formel von Poisson.

25 /27



Fiir r = 0 ergibt sich insbesondere: Mathematik Il

E.W. Farkas

1 21
u(0.¢) = > ; §(t)dt

Dies lasst sich als Satz formulieren:
5.4 Di
Laplalc(::—GIeichung

Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

Sei u: Q — R in einem Gebiet Q harmonisch (d.h. Au = 0). Sei
B eine Kreisscheibe mit Zentrum z, die samt Rand 9B in Q liegt.
Dann ist u(z) der Mittelwert der Werte von u auf 9B.

Bemerkung: Die Mittelwerteigenschaft gilt in jeder Dimension.
Aus der Mittelwerteigenschaft folgt das

Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen

Nimmt eine harmonische Funktion u in einem inneren Punkt xq
ihres zusammenhangenden Definitionsgebiets ein Maximum an, so
ist u eine Konstante.

26 /27



Indirekter Beweis: Sei u(x) < u(xp) := M. Wir verbinden xo mit
x durch einen Weg . Sei P der letzte Punkt auf 7, in dem u den
Wert M annimmt und K ein Kreis um P in Q.

Dann ist u < M auf K, und u < M in der Nahe des Punktes, wo ~
K verlasst. Aus der Mittelwerteigenschaft folgt dann
M = u(P) > M. Widerspruch. O

Bemerkungen: Auch das Maximumprinzip gilt in beliebigen
Dimensionen. Durch Betrachten von —u folgt ein entsprechendes
Minimumprinzip.

Interpretation: Eine stationare Temperaturverteilung oder eine
stationare Konzentration nimmt immer in Randpunkten den
maximalen Wert an.

Mathematik 111
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5.4 Die
Laplace-Gleichung
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