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9.1. Inhomogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Neumannrand-
bedingung Losen Sie das folgende Problem:

Uy — Mgy = Acos(at) (x,t) € (0,1) x Ry
u(z,0) =1+ cos*(mz) x € (0,1)
ug(0,t) = u,(1,6) =0 t Ry,
wobei A # 0 und «a # 0 gegeben sind.

Hinweis: Wie bei den inhomogenen Randbedingungen, betrachten Sie zuerst eine
partikuldre Losung des inhomogenen Problems.

9.2. Inhomogene Wellengleichung mit beschrankter Definitionsmenge Lo-
sen Sie das folgende Problem:

Uy — Ugg = 1 (z,t) € (0,m) x Ry
u(0,t) =u(m,t) =0 te Ry
u(z,0) =0 z € (0,m)
u(z,0) = sin(z) z € (0,m).

9.3. Wirmeleitungsgleichung in einem Ring Betrachten Sie einen warmeiso-
lierten, diinnen, blechernen Ring mit Radius 1, der durch den Einheitkreis S* C R?
modelliert wird. Zur Anfangszeit t = 0 ist die Temperatur des Kreises proportional
(mit Proportionalitdatkonstante 1) zu der Distanz von der Stelle 1:

up(z) = distgi (z,1) fiir jedes x € S*.

(a) Finden Sie, fiir jede Stelle z und jede Zeit t, den Ausdruck wu(z,t) fiir die
Temperatur des Kreises. Schritte:

e Jede Stelle 7 € S* kann als z = e ~ (cos#,sin ) fiir § € [0, 27| geschrieben wer-
den. Somit arbeiten wir mit der Bogenmass-Koordinate 6 € [0, 27]. Uberpriifen
Sie, dass ug in der Bogenmass-Koordinate durch

Uo(e) =

0 falls 0 < 6 <,
2r — 0 falls m <0 < 2m,

gegeben ist.
e Finden Sie den Ausdruck fiir u(f,t) durch die Losung des Problems:

ur —ugg = 0 fiir (0,t) € [0,27] x Ry,

mit Anfangsbedingung wie in (a).
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(b) Nehmen Sie jetzt an, dass der Ring nicht isoliert ist und die Energiestromdichte
der Wérmestrahlung des Ringes proportional zur Zeit (mit Proportionalitdtkonstante
2) ist. In anderen Worten, es gilt:

ur —ugg = —2t  fur (0,t) € [0,27] x R,.

mit Anfangsbedingung wie in (a). Finden Sie den Ausdruck fir u(0,1).

9.4. Sehr Wichtig: der Laplace-Operator in Polarkoordinaten Bemerkung:
Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten wird in Zukunft, sowohl in den Ubungen
als auch in der Vorlesung, benutzt. Wenn wir eine Funktion v : R? = R, u = u(z, y)
betrachten, ist es moglich, diese in Polarkoordinaten:

{x = z(r, ) = rcos(9)
y = x(r,¢) = rsin(p)

auszudriicken, d.h. u(r, @) = u(x(r, ¢), y(r, @)).

(a) Driicken Sie die folgende Funktionen in Polarkoordinaten aus:

u(z,y) = 2* + 7,

us(z,y) = +y+y°,

s
u3(37,y) = ;

Mit der Kettenregel konnen wir dann diese Funktionen sowohl nach r als auch nach
¢ partiell ableiten.

(b) Uberpriifen Sie, mit Hilfe der Kettenregel, dass gilt

Oru(r, ) = (Oyu) cos ¢ + (Oyu) sin ¢
Opu(r, ¢) = —(0pu)rsin ¢ + (Oyu)r cos ¢.

Damit erhalten wir ein die folgende Relation fiir die partiellen Ableitungen 0,u und

Oyu:
Ou\ [ cos¢ sin ¢ Oxu
Opu)  \—=rsing rcos¢) \Oyu/’
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(c) Beweisen Sie, mit Hilfe einer Inversion der Matrix, dass in Komponentenschreib-
weise gilt

O,u = cos ¢(0pu) — isin d(0pu),
Jyu = sin ¢(0,u) + icos P(Opu).

Berechnen Sie dann mit diesen Formeln und mit Hilfe der Kettenregel, die Ausdriicke
92,u und 02 u in Polarkoordinaten, das heisst

02 u = 0,(0,u) = cos ¢(0,(0,u)) — isin $(04(0,u)) = ...

(d) Fassen Sie das Ergebnis zusammen, um zu folgern, dass der Laplace-Operator in
Polarkoordinaten lautet

1 1
2 2
Au(r,¢) = 0:u+ ;&u + = D

9.5. Berechnung von A Sei ¥ = (z1,72) € R? Berechnen Sie Af fiir folgende
Funktionen:

(a) f:R* =R, f(¥) = |7]? in kartesischen Koordinaten
(b) f:R? = R, f(Z) = e in Polarkoordinaten

(c) f:{l<|z|<2}CR?* =R, f(7) = 1 in Polarkoordinaten.

|Z[?



