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1. Die Matrix A = ( % ~2") ist iiber C diagonalisierbar.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Das charakteristische Polynom ist gegeben durch char4(X) = (X —3)%. Man
berechnet
o _3 _31 Zo—Zo—iZ4 _3 _31
A=3L= (—31 3 ) 7 (0 0 )

und somit ist Rang(A — 3I;) = 1. Insbesondere ist also 1 = dim(E;) <
dim(K3) = 2 und folglich ist A nicht diagonalisierbar.

2. Sei V ein K-Vektorraum, 7' € End(V) und v € V' \ {0} ein Eigenvektor
von 7T'. Dann ist v ein verallgemeinerter Eigenvektor von 7.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

v ist ein Eigenvektor, falls ein A € K existiert, sodass (1" — Ay )(v) = 0.
Insbesondere existieren also ein A € K und ein k € N, sodass (T'— Ay )" (v) =
0. Letzteres definiert einen verallgemeinerten Eigenvektor.



3. Sei V ein K-Vektorraum, und sei 7' € End(V'). Falls dim(V) < oo, dann
besitzt T" eine Jordan Normalform.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium ist, dass das charakteristische
Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Als gegenbeispiel betrachte die Rotation-

cos S —sinZ

smatrix A = (Siré cos T ). Wenn der Endomorphismus L4 € End(R?) eine
Jordan Normalform besitzt, dann besitzt L, einen Eigenvektor in R%. Da
das charakteristische Polynom von A keine reellen Nullstellen besitzt, hat L 4
aber keinen Eigenvektor in R?2. Wenn der Korper K algebraisch abgeschlossen
ist, d.h. wenn jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt, dann besitzt jeder
Endomorphismus 7" € End(V') eine Jordan Normalform. Dies gilt beispiel-

sweise fiir K = C, was in der Analysis bewiesen wurde.

4. Jeder Zyklus von verallgemeinerten Eigenvektoren ist eine geordnete,
linear unabhangige Menge.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Das wurde in §9.2, Theorem 6 bewiesen.



5. Sei V' ein K-Vektorraum, 7" € End(V'), und sei A € K ein Eigenwert von
T. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Zyklus von verallgemeinerten
Eigenvektoren von 7' zum Eigenwert .

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Betrachte A = (}1) und die Abbildung L, : Q* — Q2 Dann definieren
(e1,e2) und (—eq, —ey) zwei verschiedene Zyklen zum Eigenwert 1.

Ein weiteres Beispiel liefert die Identitdt [, wo (e;) und (es) unter-
schiedliche Zyklen zum gleichen Eigenwert sind, oder das Beispiel B =
(49) mit A wie oben, wo (e, es) und (e3) zwei unterschiedliche Zyklen ver-
schiedener Lange zum gleichen Eigenwert definieren.

In der Vorlesung haben wir ein Beispiel einer 7 x 7-Matrix gesehen, wo
der Eigenwert 2 zwei verschiedene Zyklen der Langen 1 und 3 besitzt.



6. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei n = dim(V'), und sei
T € End(V), sodass chary(X) in Linearfaktoren zerféllt. Sei A € K ein
Eigenwert von T'. Dann ist K, = Ker((T' — Aly)").

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Wir wissen aus der Vorlesung, dass K\ = Ker((T — Al)™ ) ist, wobei
m(T) die algebraische Multiplizitdt von A beziiglich T" ist. Somit folgt aus
mx(T) < n = degchary(X), dass K, € Ker((T'—\Iy)™). Andererseits wissen
wir, dass V' = €, 1) Ky und dass (T'—Aly)(w) € K, \ {0} fiir alle w € K,
mit 4 # A. Fiir v € K, existieren eindeutige (v,)uco(r), sodass

V= vy,
pea(T)
und es ist
(T = Ay)"(v)= Y (T=Ay)"(v) = Y. (T —=Ay)(v,) #0,
pea(T) pea(TN\{A}

wobei wir verwendet haben, dass fir p # A gilt (7" — Aly)"(v) # 0 und dass
wegen der Direktheit der Summe die (T'— Aly)"(v,,), p # A, paarweise linear
unabhéngig sind.



7. Prifung Sommer 2017: Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,
T € End(V), A € K und sei W C V gegeben durch

W={veV|3keN: (T - \y)*v)=0}.
Dann ist 7' — )\[V‘W nilpotent.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Da dim(V) < oo, gilt dim(W) < oo und da fiir alle v € W ein k € N existiert,
sodass (T'lw — Mw)* = ((T — Iv)|w)"v = 0, existiert eine Basis S C W von
W und ein K € N, sodass ((T — Iv)|w) v = 0 fiir alle v € S. Insbesondere
ist also ((T — Iy)|w)* = 0 und somit gilt die Aussage.

8. Priifung Sommer 2017: Hat eine 3 x 3 Matrix A nur einen Eigenwert A
mit geometrischer Vielfachkeit 3, so gilt

>

A:

S > O
> O O

0
0
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Da A geometrische Vielfachheit 3 besitzt, ist A dhnlich zur Matrix Al3. Da
Al3 mit allen anderen 3 x 3-Matrizen kommutiert, gilt A = A\Is.

9. Prifung Sommer 2017: Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber
einem Korper K und sei 7' € End(V') ein Operator endlicher Ordnung, d.h.
es existiert ein k € N, sodass T% = I ist. Dann ist 7" diagonalisierbar.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Die Aussage gilt nur, wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren

zerfallt. Das typische Gegenbeispiel ist die Rotation um 7 in der Ebene.



10. Priifung Winter 2018: Die Matrix A = (} 1) ist diagonalisierbar iiber C,
aber nicht tiber R.

(a) Richtig.
(b) False.

Das charakteristische Polynom von A ist char4(X) = (1—X)? und somit ist 1
der einzige Eigenwert von A. Wenn A diagonalisierbar ware, dann ware A
ahnlich zu Iy, aber I ist nur zu sich selber ahnlich. Die Aussage ist also
falsch, da A weder iiber R noch tiber C diagonalisierbar ist.



