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1. In jedem Vektorraum V gilt av =bv = a="0bfira,b e K,v eV
(a) richtig

(b) falsch

Sei v = Oy, dann ist av = Oy fiir alle a € K.

2. In jedem Vektorraum V gilt av = aw = v=w fira € K,v,w eV
(a) richtig

(b) falsch

Sei a = 0, dann ist av = Oy fiir alle v € V.

3. Versehen Sie R x R mit folgender Addition “4” und skalarer Multiplika-
tion “”:

(a1,a2) + (b1, be) :=(ay + by, azbs)

¢ (a1, az) :=(cay, as)

fir alle (aq, az), (b1,be) € RxR und fiir alle ¢ € R. Mit diesen Verkniipfungen
ist R x R ein Vektorraum iber R.

(a) Wahr
(b) Falsch

Das neutrale Element beziiglich + ist (0,1). Dann hat aber (0,0) keine
additive Inverse.



4. Sei K ein Korper und versehen Sie K x K mit komponentenweiser
Addition und einer skalaren Multiplikation “.”:

¢ (ar,a2) :=(ay,0)

fir alle (a1,a2) € K x K und fiir alle ¢ € K. Mit diesen Verkniipfungen ist
K x K ein Vektorraum iiber K.

(a) Wahr
(b) Falsch
Sei as # 0 und a; beliebig, dann gilt
1 (a1, a2) = (a1,0) # (a1, az).
im Widerspruch zu VR 5.

5. Sei K ein beliebiger Korper. Definiere auf K x K eine Addition durch
komponentenweise Addition und eine skalare Multiplikation

(car,ctay) sonst

0,0 falls ¢ = 0
v(aba?)GKXKVCEK:C«(al’aQ) — {( ) ) alls ¢

Mit diesen Verkniipfungen ist K x K ein Vektorraum iiber K.
(a) Wahr

(b) Falsch

Wihle als Korper den Korper Q. Dort gilt

5

(0%) —5.(0,1) = (2+3)-(0,1) £2-(0,1) +3-(0,1) = <O’6)

Also definieren die Verkniipfungen keine Q-Vektorraumstruktur auf Q x Q,
und folglich gilt die Aussage nicht fiir beliebige Korper.



6. (Optional) Welche der folgenden Teilmengen W C V' sind Unterrdume?
vV @) V=R, W={veV|zeR:v= (0,22 3)}
Sicherlich ist (0,0,0,0) € W. Seien A\, z,y € R, dann gilt fir z := Ay und ¢t := x—\y
(0, z,2x,3x) — A(0,v, 2y, 3y) = (0, z,2x,3x) — (0, 2,22,32) = (0,¢,2¢t,3t) € W
Bemerkung: Der Unterraum W ist eine Gerade in R* durch den Ursprung.
b) V=R, W={veV|IzeR:v=(x,2% 232"}
Man bemerke, dass v := (1,1,1,1) € W, aber v +v = (2,2,2,2) € W.
(c) V=R, W={veV|Iz,yecR:2>yAv=_(2,9,0,0)}
(0,0,0,0) ¢ W, also ist W kein Unterraum.

(d) Es sei K ein Korper,
V - MQXQ(K).

W::{(‘i Z) GVlad—bc;«éO}

Die Matrix Oy := () ist der Nullvektor in Mats 2(K). Aber 0y ¢ W. Also ist W

kein Unterraum.

v/ (e) Essei K ein Korper,

und

V — MQXQ(K).

e {( ) eviamd)

Sicherlich 0y € W. Seien a,b,c,a, 3,7, A € K, dann ist

a b\ \. (@ 153 _(a— A b—AS cw
c a v o« c—Ay a—
Also ist W ein Unterraum.

(f) Es sei K ein Korper,

und

und

0y &€ W, also ist W kein Unterraum.



7. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Welche der folgenden Aus-
sagen sind richtig?

(a) {} €V ist ein Unterraum.
Oy & {}, also ist {} kein Unterraum.
(b) V enthélt einen Unterraum W C V mit W # V.

Angenommen V = {Oy }, und W C V mit W # V, dann ist W = {}. Also ist W
kein Unterraum. Also hat V in diesem Falle keinen Unterraum W so dass W # V.

(c) Keine der Aussagen ist richtig.



v

8. (Optional) Sei V = RN der R-Vektorraum der reellen Zahlenfolgen verse-
hen mit der Addition

(an>n€N + (bn)nEN = (an + bn)nEN v(an)n€N> (bn)nEN S RN

und der skalaren Multiplikation

A (@n)neN = ()‘an)nEN VA e Rv(an)neN S RN

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(a)

(d)

W = {(an)nexy € RY | AN € N:n > N = a,, = 0} ist ein Unterraum.

Die Nullfolge 0y, bei der alle Glieder gleich 0 sind, ist das neutrale Element
beztiglich Addition und sicherlich 0y € W. Seien a := (ap)nen, b := (bp)neny € W
und A € R, dann ist a — A - b = (a, — Abp)nen. Nach Annahme existieren N,
und N in N, so dass a,, = 0 fir alle n > N, und b, = 0 fir alle n > N,.
Sei N := max{N,, Ny}, dann gilt a,, — A\b,, = 0 fiir alle n > N, und folglich ist
a—X-beW. Also ist W ein Unterraum.

W :={(an)nexy € RN |IN € N:n > N = q, = 1} ist ein Unterraum.
0y ¢ W, also ist W kein Unterraum.

W = {(an)ney € RN | 2| n = a, = 0} ist ein Unterraum.

Sicherlich ist 0y € W. Seien a := (apn)nen, b := (bp)neny € W und A € R, dann ist
a—A-b=(an — Abp)nen. Sei n € N so dass 2 | n, dann ist a,, = b, = 0 nach
Annahme und folglich a,, — Ab, = 0. Also ist a — A -b € W und folglich W ein

Unterraum.

Keine der Aussagen ist wahr.



v

9. Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und seien Uy, U Unterraume.
Welche der folgenden Teilmengen von V' sind Unterraume?

()

(b)

Ui NU,
Das wurde in der Vorlesung gezeigt.
U, UU,

U, UU; ist genau dann ein Unterraum, wenn Uy C Us oder Us C U;. Vgl. Aufgabe
1b.

UL\ Uy
Oy € Us = 0y ¢ Uy \ Uz und folglich ist U; \ Uy kein Unterraum.

{0v}

Sicherlich 0y € {Oy}. Seien w,v € {Oy} und A € K, dann ist u =0y = v =X-v
und folglich u — A - v = Oy € {0y }. Also ist {Oy} ein Unterraum.



