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1. Sei A € M,»,(C) \ {0}, dann ist die Abbildung C" x C* — C, (u,v)

u? Av eine Sesquilinearform.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Sei also A # 0, dann existiert ein u € C", sodass u’A # 0 gilt, und somit
ist uTAv # 0 fiir v = (uTA)T wegen der Positivitit des standard komplexen

inneren Produkts auf C". Andererseits ist
(iu)TAv = v Av # —iu"Av,

da nach Voraussetzung uTAv # 0.
Bemerkung: wenn A = 0 ist, dann ist (u,v) — u’ Av eine Sesquilinear-

form. Insbesondere ist also die Abbildung (u,v) — u? Av genau dann eine

Sesquilinearform, wenn A = 0 ist.



2. Sei (V,(:,-)) ein unitédrer Vektorraum und sei ||| die induzierte Norm

auf V, d.h. |jv]| = \/{v,v). Dann gilt:

lv+w|| = |jv]| + [Jw|]| & IANeC: v=Aw.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Angenommen dim (V') > 1, wéhle ein v € V'\ {0}. Dann ist ||v|| # 0, und fiir
w = —v gilt
0 = [0l = [lv + wl| # 2||v]| = [lo]l + lw]]

3. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitérer Vektorraum. Dann ist die
Abbildung ® : V — V*, ®(v)(w) = (v, w) ein Isomorphismus.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Die Abbildung ist konjugiert linear, d.h. ®(\v) = Ad(v) fiir v € V und
A € C. Somit ist ¢ kein Isomorphismus von Vektorraumen, da nicht linear.

4. Sei V ein komplexer Vektorraum. Ein inneres Produkt auf V ist ins-
besondere eine Bilinearform auf V.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Sei (-,-) ein inneres Produkt auf V. Falls dim(V) > 1 ist, dann existiert
v €V mit (v,v) # 0. Es ist nach Vorraussetzung (-, -) eine Sesquilinearform
und folglich

(iv,v) = i{v,v) = —i(v,v) # i{v,v)
und also (-, -) nicht linear in der ersten Komponente. Insbesondere definiert
(-, ) keine Bilinearform.



5. Fiir welche der folgenden Matrizen ist die zugehorige Sesquilinearform
hermitesch?

1 2 3+i
(a) 2 i -2
3—i 2 0
3 4+i 7
®b) [4-i -7 -—2-3i

7T 2481 2

4 4 1-—i
(c) 4 2 3
141 3 V3

Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass die zugehorige Sesquilinearform
genau dann hermitesch ist, wenn die Matrix hermitesch ist, sprich A* = A.
Das heisst A;; = A_w fir alle 1 < 4,7 < n. Insbesondere ist A;; € R und
deshalb die erste Matrix nicht hermitesch. Die zweite Matrix ist tatsachlich
hermitesch. Die dritte Matrix ist nicht hermitesch, da 1 —i= 1+1i # —1+i.

6. Die Menge der hermiteschen Matrizen
H={A¢€ M,,,(C) | A* = A}
ist ein Unterraum des C-Vektorraums M,,,(C).
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Die Matrix [, ist symmetrisch und reell, also insbesondere hermitesch. Wenn
die Menge der hermiteschen Matrizen ein Unterraum des C-Vektorraums
M, (C) wére, dann wére auch i/,, hermitesch und dies impliziert

i, = (il,)* = —iI* = —il,.

Es folgt 2iI,, = 0, aber das ist absurd.



7. Die Dimension des Unterraums
Sym,,(C) = {A € M,,x,(C) | AT = A}

des C-Vektorraums M,,«,(C) betragt

(a) n?

(b) n(n+1).
(€) o
(@ o

Eine Matrix A ist genau dann symmetrisch, wenn A;; = Aj; fiir alle 1 <
i, <mn. Sei E;; € M,«,(C) gegeben durch

(Eij)iw = 6ikdj (1 < k,l<mn)

und definiere Fj; = E;; + Ej; fiir 1 < i < j < n. Die Menge {F;; | 1 <i <
J < n} ist linear unabhéngig. Sei ndmlich

0= Z o by = Z 206 B + Z i (Eiy + Eji),

1<i<j<n i=1 1<i<j<n

dann folgt fiir alle 1 < k <[ < n, dass

0= Z 20 (B ) + Z ;i (Eij + Eji)u = ap
i1

1<i<j<n
sowie im Falle k£ = [, dass
0= QC‘ékl

und es folgt, dass die Koeffizienten «;; (1 < i < j < n) verschwinden.
Wir behaupten zudem, dass die Menge {F;; | 1 < ¢ < j < n} den
Vektorraum der symmetrischen Matrizen erzeugt. Hierfiir berechnet man



fiir symmetrisches A € M,,5,,(C)

Z AijEZ] Z AuEu + Z AZ]EZ] + Z Aszzj

1<4,5<n 1<i<j<n 1<j<i<n

- E AnEzz + E Alez] + E A]ZE’L_]

1<i<j<n 1<j<itn
- E AuEu+ E Azy + E AijEj

1<i<j<n 1<i<j<n

u

- E Ez + E Azg

1<i<j<n

und somit erzeugt die Menge den Vektorraum der symmetrischen Matrizen.
Da die Menge linear unabhéangig ist, bildet sie eine Basis. Also ist

n(n—i—l).

dim (Sym, (C)) = {Fy; [ 1 <i<j<n}|=——



8. Die Dimension des Unterraums
Sym,,(C) = {A € M,,x,(C) | AT = A}

des R-Vektorraums M,,«,(C) betragt

(a) n?

(b) n(n+1).
(¢) g
(@ e

Gegeben A € M,,,.,(C), seien Re(A),Im(A) € M,,«»(R) die Matrizen gegeben
durch
Re(A)ij = RG(A”) und Im(A)Z] = Im(AU)

Da die Transposition linear ist, gilt
AT = Re(A)" +ilm(A4)".

Da A genau dann symmetrisch ist, wenn A;; = Aj; gilt fir alle 1 <14,5 <mn,
und da A;; = Aj; genau dann gilt, wenn Re(4;;) = Re(4;;) und Im(4;;) =
Im(A;;) gelten, ist A genau dann symmetrisch, wenn Re(A4) und Im(A) sym-
metrisch sind. Andererseits ist wieder wegen Linearitdt der Transposition
A; + 1A, symmetrisch fiir alle symmetrischen Ay, Ay € M, x,(R). Insbeson-
dere ist die Abbildung

Sym,,(R) @ Sym,,(R) — Sym,,(C), (A1, A2) = A; +iA,

ein Isomorphismus, da wie argumentiert surjektiv und linear, aber auch
sicherlich injektiv. Somit ist

dimg (Sym,,(C)) = 2dim (Sym, (R)) = n(n + 1),

wobei wir zur Berechnung von dim (Sym,,(R)) genau dasselbe Argument wie
in Aufgabe 7 verwenden.



9. Die Dimension des Unterraums der hermiteschen Matrizen
H={A¢€ M,,(C) | A" = A}

von M,,«,(C) betrigt

(a) n?

(b) n(n+1).
(¢) g
(@ e

Gegeben A € M, (C), definiere Re(A) und Im(A) € M,,x,(R) durch
Re(A);; = Re(4;;) und Im(A);; = Im(A4;;).
Es ist A = Re(A) 4 ilm(A) und
A* = Re(A)" —ilm(A)7,

sodass A* = A genau dann gilt, wenn Re(A) symmetrisch und Im(A) schief-
symmetrisch ist. Im Folgenden sei W; C M,,«,,(R) der Unterraum der sym-
metrischen und Wy C M,,»,,(R) der Unterraum der schiefsymmetrischen Ma-
trizen.

Angenommen B € Wi N W, dann ist —B = BT = B und somit B;;
—B;; fir alle 1 < 7,5 < n. Insbesondere also B;; = 0 fiir alle 1 < 4,5
n und folglich ist W3 N Wy = {0}. Andererseits ist fiir jede Matrix B
M, «n(R) die Matrix By, = %(B—l—BT) symmetrisch und Bgew = %(B — BT
schiefsymmetrisch und wegen B = Bgym + Bskew folgt My, (R) = Wy @ Wa.

Definiere @ : M, »,(R) — H durch ®(B) = Bgym + 1Bgew. Dann ist @
sicherlich linear. Die Abbildung ist surjektiv, wie oben argumentiert wurde,
und injektiv, da A € M,,+,(C) genau dann die Nullmatrix ist, wenn Re(A) =
0 und Im(A) = 0 gelten. Also ist H = M,,,(R) und somit dim(H) = n?.

m IA |l

~—



10. Prifung Sommer 2017: Sei V ein komplexer Vektorraum. Fiir jede
hermitesche Form ~ : V x V' — C gilt y(u,u) € R fiir alle u € V.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Fiir jede hermitesche Form ~+ auf V' und fiir alle u, v € V gilt per definitionem

(v, u) = ~(u,v),

und somit insbesondere
Y(u,u) = y(u,u).
Da R = {z € C|z = z} ist, folgt die Behauptung.

11. Prifung Winter 2018: Fir alle u,v € C" und fiir alle A € M, 4, (C)
gilt u*Av = (u*Av)T.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Die Aussage ist wahr, da Transposition auf C = M;1(C) mit der Identitat
ubereinstimmt.

12. Prifung Winter 2018: Sei V ein komplexer Vektorraum. Fiir jede
Sesquilinearform vy : V x V. — C gilt Vu € V : y(u,u) € R.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Sei 7 : C x C — C gegeben durch v(s,t) = ist. Dann ist -y eine Sesquilinear-
form, aber es gilt v(1,1) =1 ¢ R.



