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1.

Fiir welche der folgenden Verkniipfungen konnen wir eine abelsche

Gruppe (G, o, e) definieren?

(a)
(b)
(c)
(d)

(a).

G =N, aob:=max{a,b}.
G=N,ao0b:=kgV(a,b).
G={reR|x>0},a0b:=a

G::{x€R|O<x<1},aob::H+é’)+2ab

Angenommen die Verkniipfung definiert eine Gruppe, dann existiert
ein neutrales Element, d.h. ein e € N, sodass fir alle a € N gilt
a = eoa = max{e,a}. Daraus folgt sofort e = 1. Da nach Annahme
G eine Gruppe ist, existiert fiir alle a € N ein a™! € N, sodass 1 = e =
a'oa =max{a™!, a}. Daraus folgt, dass a < 1. Das ist absurd.

. Wir zeigen, dass das kleinste gemeinsame Vielfache kgV keine Grup-

penstruktur definiert. Angenommen, es giabe inverse Elemente fir die
Verkniipfung, i.e. insbesondere existiert ein fixes neutrales Element
a € N (d.h. kgV(a,b) = b fiir alle b € N) sowie fiir jedes b € N ein
b* € N so dass kgV (b, b*) = a. Aber kgV (b, z) > b fiir alle x € N, also
gilt kgV(2a, z) > 2a # a fiir alle x € N, so dass 2a keine Inverse haben
kann. Dies ist ein Widerspruch.

. Die Verkniipfung ist nicht assoziativ, da beispielsweise

(202)03=(2%) 03 =4 =064
20(203) =20 (2% =2%=256

gilt.

. Die Verkniipfung definiert tatsachlich eine abelsche Gruppe. Wir be-

merken zuerst, dass
I—(a+b)+2ab>1—(a+b)+ab=(1—a)(1-0) >0 Va,be (0,1)

Des Weiteren gilt also

ab
>1 >1-— 2ab = 1—a)(l—
T (atb) 1 oab > sab > (a+0b)+2ab=ab+ (1 —a)(l—-10)

S0>(1—a)(1-0)



Beides zusammen beweist also dass a x b € (0,1)Va,b € (0,1) und
folglich ist die Verkniipfung wohldefiniert.

Man sieht sofort, dass

ab ba

— = :b
l—(a+b)+2ab 1—(b+a)+2ba e

ax*xb

und somit ist die Verkniipfung kommutativ.

Zur Bestimmung eines neutralen Elements schauen wir, ob die Gle-
ichung a * b = a eine Losung b € (0, 1) besitzt. Tatséchlich

ab ab =a(1 — (a + b) + 2ab)
=a< 2 2
1—(a+0b)+2ab =a —a” — ab+ 2a°b
&2ab — a = 2a*b — a®
sa(2b—1) =a*(2b — 1)
<ala—1)(20—1)=0

da a,a—1#0.

Wir bestimmen die Inverse b € (0,1) so dass a xb = %

ab 1
=—-&2ab=1- b) + 2ab
1—(a+0b)+ 2ab g T (a+5)+2a

sSb=1—a

1

also ist b := 1 — a das zu @ inverse Element, i.e. a % (1 —a) = 5.

Es bleibt zu zeigen, dass die Verkniipfung assoziativ ist. Seien a, b, c €
(0,1), dann berechnet man

(a*b)c
1—(axb+c)+2(axb)c
B abc
" l—a—b—cH+ab+ac+be

(axb)*xc=




Wegen der Kommutativitat der Verkniipfung gilt also

ax(bxc)=(bxc)xa
bca

:1—b—c—a~|—bc+ba—|—ca
abe

:1—a—b—c—i—ab—|—ac+bc

Also ist (a #b) x ¢ = a x (b* ¢) und somit liefert die Verkniipfung * die
Gruppe ((0,1),*,3).

2. Prifung HS 2016: Die Vorschrift G = N, a % b := min{a, b} definiert eine
Gruppe (G, *).

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Angenommen die Vorschrift definiere eine Gruppe. Dann existiert ein neu-
trales Element e € N, sodass fiir alle a € N gilt a = e x a = min{a, e}.
Insbesondere ist also e > a fiir alle @ € N. Dies ist absurd, da N eine Teil-
menge von R ist. Ein sauberer Beweis verwendet die Axiome (11), (12) und
(14) fir angeordnete Korper (siehe Analysisskript, Abschnitt 2.1.2).

3. Priifung HS 2016: Seien f,g € R[X] mit deg(f) = deg(g) = n, dann ist
deg(f +g) =n.

(a) Wahr.
(b) Falsch.
Sei f € R[X]\ {0} beliebig. Dann ist deg(f) > 0. Da R[X] beziiglich

Addition eine Gruppe ist, existiert ein g € R[X], sodass f + ¢ = 0 ist. Wir
haben gesehen, dass deg(f) = deg(g) gilt. Es ist deg(f +¢) = deg(0) = —cc.



4. Betrachten Sie die Verkniipfungen +, - auf Q x Q gegeben durch

(CL1, &2) + (bl, bg) ::(a1 + bl, (05} + bg)
(CLl7 CLQ) . (bl, bg) ::(a1b1 —+ 3(12()2, a162 + agbl)

fir alle (CLl, CLQ), (b17 bg) S @ X @

(a) @Q x Q mit den Verkniipfungen + und - ist ein Ring.
(b) Q x Q mit den Verkniipfungen + und - ist ein Korper.

Man tberpriift leicht, dass Q x @Q mit diesen Verkniipfungen ein Ring ist
(vergleichen Sie die Verkniipfungen mit der Addition und der Multiplikation
auf Q[v/2]). Man sieht leicht, dass (1,0) - (b, by) = (by, bo) fiir alle (by,by) €
Q x @, und somit handelt es sich um einen Ring mit Eins.

Um zu zeigen, dass es sich um einen Korper handelt, zeigen wir zuerst,
dass /3 irrational ist. Angenommen, das sei falsch, d.h. es existieren p,q € Z
teilerfremd mit ¢ # 0 so dass V3 = g. Dann ist p? = 3¢ und folglich gilt
3| p?. Jede ganze Zahl p lisst sich schreiben als p = 3k + s mit s = 0,1, 2.
Es gilt

p* = 9k? 4 6ks + s*

und folglich gilt 3 | p* = s =0. In dem Falle gilt aber 3 | p und also 3 | ¢*
und analog folgt 3 | ¢. Das ist ein Widerspruch dazu, dass p, ¢ teilerfremd
sind.

Man iberpriift direkt, dass (ai,aq) - (b1,b2) = (b1,b2) - (a1,a2). Sei
(a1,a2) € Q x Q mit a; # 0 oder ay # 0. Dann ist d := a? — 3a3 # 0
und

a; —as —as aq —a

a
(E’ 7) (a1, a2) = <Ela1 + 37@, ot 72a1> =(1,0)

was zu beweisen war.



