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1. (Aufgabe aus der Zwischenpriifung 2014) Welche der folgenden Mengen
von Vektoren im R? sind linear unabhingig?
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U1 = 0 , U2 = 1 , U3 = -1 , Vg = 0
1 0 0 -1

Angenommen es vy, v, v3,v4 sind linear abhéingig, d.h. es existieren «, 8,7, € R
nicht alle 0 mit
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Ors = avy + Bvg + yvs + dvg =

Dannsind —d =a=dund —y =8 =y, und alsoa = f = v = § = 0. Widerspruch!
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Jede Teilmenge, die den Nullvektor enthéilt, ist linear abhingig.
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Dann ist v4 = v1 + vo + v3. Also ist 0 = v + vo + v3 — v4 eine nicht-triviale lineare
Abhéngigkeit.
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1 0 0 1
B 1 o 0
U1 = 0 , U2 = 1 , U3 = 1 , U4 = 0
0 0 1 1

Dann ist v4 = v1 — v + v3 und folglich ist die Menge linear abhéngig.
(e) Keine der Mengen ist linear unabhéngig.

2. Jede Teilmenge S C V eines Vektorraums V iiber K, die den Nullvektor
enthalt, ist linear abhangig

v/ (a) richtig
(b) falsch

Sei o € K, dann ist
OV = OéOV

und somit ist S linear abhangig.



3. Sei V ein Vektorraum iiber K. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

Sei v € V, dann ist die Menge W :={w €V | IN € K:w = X-v} ein
Unterraum von V.

W = (v) und somit ein Unterraum.

Eine Teilmenge W C V ist genau dann ein Unterraum, wenn (W) = W.

“<”: Angenommen W = (W), dann ist W ein Unterraum, da (W) per defini-
tionem ein Vektorraum ist.

“=7: Angenommen W ist ein Unterraum. Dann ist W trivialerweise ein Unter-
raum, der W enthélt. Da (W) ein minimaler Unterraum mit dieser Eigen-
schaft ist, folgt (W) C W. Per definitionem W C (W) und es folgt die
gewlinschte Gleichheit.

Seien S, Sy C V Teilmengen. Dann gilt (S; U Ss) = (S1) + (55).
“>”: Wir wissen, dass (S1) + (S2) der kleinste Unterraum ist, der (S7) und (Ss).

Da S; C S1U S, fiir i = 1,2, folgt (S;) C (S1 U S2) fir i = 1,2 und wegen
Minimalitat auch <Sl> + <SQ> C <51 @] SQ>

‘c” S C <Sz> C <Sl> + <SQ> fir « = 1,2, also S1 U Sy C <S1> + <SQ> Wegen
Minimalitat folgt also (S U Sa) C (S1) + (S2).
Seien Sy, Sy C V Teilmengen. Dann gilt (S; N Sy) C (S1) N (Ss).

S1NSy C Sz' C <Sz> fir i = 1,2, und somit <Sl N SQ> C <Sz> fir i = 1,2 wegen der
Minimalitit von <S1 n Sg> Also gilt <S1 n Sg> C <Sl> n <S2>

Keine der Aussagen ist richtig.



4. Sei V ein Vektorraum iiber K, dimV = n < oo. Ist die folgende Aussage
wahr oder falsch? Es existieren eindeutige Unterraume Wy, Wy C V mit
dim W; = 0 und dim W5 = n.

(a) Wahr
(b) Falsch

dim W = 0 impliziert W = {0y} und dieser Unterrraum existiert und ist
eindeutig. V ist ein Unterraum von V' mit Dimension n, und folglich existiert
einer. Wir miissen zeigen, dass dies der einzige Unterraum von Dimension n
ist. Sei W C V ein Unterraum von Dimension n. Dann besitzt W eine Basis
B von Kardinalitdt n. Jede solche Basis ist auch eine linear unabhangige
Teilmenge von V' und nach dem Korollar aus der Vorlesung eine Basis von
V. Insbesondere ist B ein Erzeugendensystem von V', also V. C W und
folglich V- =W.



5. Sei V' ein Vektorraum iiber einen Koérper K. Sei S; C V. Welche der
folgenden Aussagen ist richtig?

(a)

Falls S linear abhangig ist, so ist jeder Vektor v € S eine Linearkom-
bination von Vektoren in S\ {v}.

Sei V # {0y} und v € V '\ {Oy}. Dann ist {Oy,v} linear abhéngig, aber v # a0y
fiir alle a € K.

Sei S linear abhéangig und 7" C S. Dann ist 7' linear abhéngig.

Sei V # {Oy} und v € V' \ {Oy}. Dann ist S := {Oy,v} linear abhingig und
T := {v} C S linear unabhéngig.

Sei S linear unabhangig und 7" C S. Dann ist T linear unabhangig.

Jede Linearkombination von Elementen in T ist eine Linearkombination von Ele-

menten in S. Falls T linear abhéngig ist, dann ist also auch S linear anhangig.

Sei S2 C V mit <SQ> C <Sl>, dann gllt |Sg| S |51’

Sei V' ein Vektorraum tiber R, 1 < |V, und sei v € V' \ {Oy}. Sei Sy := {v},
Sy :={v,2v}. Dann ist (S3) = (S1) aber |S1| < |Sa|.

Seien dim V' < oo und S; linear unabhéngig. Sei So C V mit (Ss) =V,
dann gilt |S1| < [Ss].

Da (S3) = V, enthilt geméss Theorem aus der Vorlesung Sy eine Basis von V,
insbesondere ist also dim V' < |S3|. Da S; linear unabhéngig ist, existiert nach dem
Steinitz’schen Austauschsatz eine Teilmenge S3 C V so dass S U S5 eine Basis von
V. Es folgt |S1] < |51 U S3| = dim V und folglich |S1] < |Sa|.

Keine der Aussagen ist richtig.



6. Prifung Winter 2017: Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien
S1, 95 C V Teilmengen. Dann gilt

V

v

v

span(S; U Sp) = span(.Sy) U span(Ss).
(a) Wahr.

(b) Falsch.

Die Vereinigung zweier Vektorraume ist im Allgemeinen kein Vektorraum,

wie in der Vorlesung gezeigt wurde.

7. Prifung Winter 2017: Seien V ein Vektorraum, S C V eine Teilmenge
und W ein Unterraum von V. Wenn S C W, dann gilt W C span(.5).

(a) Wahr.

(b) Falsch.

Sei W =V und S = {0y}, dann ist span(S) = S und somit im Allgmeinen
W ¢ span(S).

8. Prifung Winter 2017: Seien V ein Vektorraum und Wi, Wy C V Un-
terraume mit dim W; = m; fir ¢ = 1,2 und sei W; & Wy = V. So gilt

dim (W1 @D WQ) = mq + Ms.
(a) Wahr.

(b) Falsch.

Das wurde in der Vorlesung gezeigt.



9. Prifung Winter 2017: Sei V ein dreidimensionaler Vektorraum und seien
Uy, Uy C V Unterrdaume mit dim(U;) = 1, dim(U;) = 2. Dann gilt

V - Ul + UQ.
(a) Wahr.
(b) Falsch.

Sei v € Uy \ {0y} und Uy = (v), dann ist Uy + Uy C Uy, also dim(U; + Us) <
2 < dim(V) und folglich U, + Uy # V.

10. Prifung Winter 2017: Sei V ein Vektorraum mit einem unendlichen
Erzeugendensystem. Dann ist V' unendlich-dimensional.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Q = (Q), somit ist Q ein unendliches Erzeugendensystem von Q. Q hat
Dimension 1.

11. Prifung Sommer 2017: Betrachten Sie die Unterrdume V; = {(z,0,0) €
R3 |z € R} und Vo = {(7,9,2) € R® | 2 + y = 0}. Dann ist R® =V, & V4.

(a) Wahr.

(b) Falsch.

Sei v = (z,y,2) € Vi NV,, dann ist y = z = 0 wegen v € V, und wegen
v € Vy folgt © = —y = 0 und somit v = (0,0,0), d.h. Vi NV, = {0}. Es ist

v=(z,9,2) = (x+9,0,0) + (-9, 9, 2).
e Q%]



12. Prifung Sommer 2017: Sei V ein Vektorraum. Dann gilt: Jede Teil-
menge von V ist entweder linear abhangig oder linear unabhangig.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Sei S C V eine Teilmenge und sei A die Aussage “S ist linear abhangig” und
sei B die Aussage “S ist linear unabhéangig”. Per definitionem sind B und
—A aquivalent, und es folgt

A‘—!A‘A\/—lA
w| f w
flw w

und da S C V beliebig war, ist somit jede Teilmenge entweder linear abhangig
oder linear unabhangig.

13. Prifung Sommer 2017: Drei Vektoren v, vy, v3 sind linear unabhéngig
genau dann wenn sie paarweise linear unabhéngig sind (also wenn jede der
Mengen {vq,va}, {v1, v3}, {va, v3} linear unabhéngig ist)

(a) Wahr.
(b) Falsch.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass eine Menge bestehend aus zwei Vektoren
genau dann linear abhéngig ist, wenn die beiden Vektoren kollinear sind.
Betrachte die Vektoren e; = (1,0), eo = (0,1), v = (1, 1) in Ry. Die Vektoren
sind paarweise linear unabhangig, denn sie sind alle nicht kollinear. Es ist
aber 0 = —e; — e + v und somit sind die drei Vektoren linear abhangig.



v

14. Prifung Sommer 2017: Sei V ein Vektorraum. Fir jede nicht-leere
Teilmenge S C V sind folgende Aussagen dquivalent:

e Kein Element von S ist eine Linearkombination der iibrigen Elemente
von S.

e Jeder Vektor in V' besitzt hochstens eine Darstellung als Linearkombi-
nation der Elemente von S.

(a) Wahr.
(b) Falsch.
Das wurde in der Vorlesung gezeigt.

15. Prifung Sommer 2017: Sei V ein endlichdimensionaler Vetorraum und
seien Wy, Wy C V' Unterrdume mit W7 N Wy = {0y }. Dann gilt

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Wir haben gezeigt, dass dim(W; & Ws) = dim(W;) + dim(Ws) gilt, und im
Allgemeinen ist dim(W;) - dim(Ws) # dim(W;) + dim(W5).

16. Prifung Sommer 2017: Sei V ein Vektorraum. Je zwei Erzeugendensys-
teme von V' haben dieselbe Kardinalitat.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

{1} und {1, 2} sind zwei Erzeugendensysteme von F.
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