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1. Welche der folgenden Matrizen sind Inverse von (3 3) iiber Q?

@ (5 7))

Wir berechnen
2 3\ (2 =3\ _ (10
2 4 -1 1) \0 1
Aus Aufgaben 2a und 2b von Serie 8 folgt, dass (31 _%) die Inverse von

1
(23) ist.



2. Der Rang der linearen Abbildung L 4 fiir

122 9
211 1
A=1g 9 9 1| € Mixa(R)
100 1
ist
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3
(e) 4
Wir berechnen
0221 022 1 000 0
zi—zs 12 1 1 1| z5—22, |0 1 1 -1 2-2]10 1 1 -1
A= g9 91| — |o22 1 022 1
100 1 100 1 100 1
000 0 000 0 000 0
200 11 =1 |2z |00 0 =3/2| 55000 =32
01 1 1/2 01 1 1/2 010 1/2
100 1 100 1 100 1
000 0 000 0
si-15 10 0 0 —3/2| 5,5 [0 0 0 —3/2
—“lo10 o | 7 lo1o0 o
100 1 100 0

Die Vektoren —%eg, e3,e; € R (die Erzeuger des Bildes der resultierenden

Matrix) sind linear unabhéngig und da elementare Zeilen- und Spaltenum-
formungen den Rang erhalten, ist folglich Rang(A) = 3.



3. Bestimmen Sie den Rang der Matrix A, wobei

1 11
11 2
A:113€M4X3(R)
1 1 4
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3
(e) 4
Wir berechnen
1 11 1 11 1 11
Zo—-2z:10 0 1) 23—z, 10 O 1] 23—z, |0 O 1
A= 113 oozl oo o
1 1 4 11 4 00 3
1 01 1 00
529)1 0 0 1] s5-5,]10 0 1
0 0 2 0 0 2
0 0 3 0 0 3

Die Spaltenvektoren (1,0,0,0)” und (0, 1, 2, 3) sind linear unabhéngig, denn

1 0 A
1
0=\ 8 + Ao o| = 2);\22 = A =X=0
0 3 3\

und da elementare Zeilen- und Spaltenumformungen den Rang erhalten, ist
folglich Rang(A) = 2.



4. Fiir alle A, B € M,,«,(C) gilt Rang(AB) = Rang(BA).
(a) richtig
v/ (b) falsch

(66)(66) = (§) hat Rang 1, aber (§4) (g0) = (56) hat Rang 0.



5. Sei

Was ist der Rang der Matrix A?

(a) 4 fiir beliebige Werte von k.
(b) 3 fur beliebige Werte von k.
(c) 2, falls k = =£1, und 4 sonst.
(d) 3, falls k = %1, und 4 sonst.
(e) 3, falls k=1, und 4 sonst.

Falls £ = 1, dann ist
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und da elementare Zeilen- und Spaltenumformungen den Rang einer Matrix
erhalten, ist folglich Rang(A) = 3.
Falls £ = —1, dann ist

11 -2 3 10 -2 3
o 0 1 0|ses| 0 0 1 0
A=109 01 ol o o0 1 o
00 0 -2 00 0 -2



und wieder gilt fiir A, Ao, A3 € R

-1 -2 3 —A1 — 2 + 33
0 1 0 A
0 0 -2 —2)3

:>>\1:>\2:/\3:0

und da elementare Zeilen- und Spaltenumformungen den Rang erhalten, ist
Rang(A) = 3.
Sei also k # £1 und seien A1, Ay, A3, Ay € R, dann gilt

—1 1 —2 3

0 k+1 1 0
0 :>\1 O +)\2 O +)\3 1 +>\4 0

0 0 0 kE—1

—A1F+ A — 23+ 3\
(k+ 1A+ A3
Az
(k= 1)As

:>>\1:/\2:)\3:)\4:0
da k+ 1,k —1# 0. Folglich ist Rang(A) = 4.

6. Prifung Winter 2017: Die Transponierte einer Elementarmatrix ist wieder
eine Elementarmatrix.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Transposition fiithrt Zeilen- in Spaltenoperationen iiber, und somit Elemen-
tarmatrizen in Elementarmatrizen. Sei beispielsweise A eine Matrix und E
die Matrix der Form “Addition des A-fachen der i-ten zur j-ten Zeile, das
heisst, FA entsteht aus A durch Addition der i-ten zur j-ten Zeile, dann
entsteht ATET aus AT durch Addition der i-ten Spalte zur j-ten Spalte.
Dies gilt fiir alle Matrizen A zuldssiger Dimension und somit ist E7 eine
Elementarmatrix. Die anderen Typen iiberpriift man analog.



7. Priifung Winter 2017: Sei A € M,x1(K) und B € My, (K) mit n > 1.
Dann ist es moglich, dass Rang(AB) = n.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Wie in dieser Serie gezeigt, gilt Rang(A) < 1, Rang(B) < 1 und somit
Rang(AB) < min{Rang(A),Rang(B)} <1 <n.

8. Priifung Winter 2017: Die Elementarmatrizen in M, ., (K) zusammen mit
der Matrixmultiplikation bilden eine Gruppe.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Das Produkt zweier Elementarmatrizen ist im Allgemeinen keine Elementar-
matrix. Betrachte das Beispiel Addition der ersten zur zweiten Zeile gefolgt
von Multiplikation der ersten Zeile mit 2. Angewandt auf I, liefert das die
Matrix (29), die keine Elemetarmatrix ist, da jede Elementarmatrix en-
tweder Eintrége alle 1 oder 0 hat (Typ I), eine Diagonalmatrix ist (Typ II),
oder Diagonaleintrige gleich 1 hat (Typ III).

9. Prifung Winter 2017: Fiir eine quadratische Matrix A gilt fiir jedes n € N
Rang (A") > Rang (A™').

(a) Wahr.

(b) Falsch.

Es ist wie in dieser Serie gezeigt

Rang(A"™) < min{Rang(A"), Rang(A)} < Rang(A").



10. Priifung Winter 2017: Seien A, B € Gl,(R), dann gilt
Rang(AB) = Rang(BA).

(a) Wahr.

(b) Falsch.

Wir wissen aus Serie 8, dass AB und BA und somit L 45 und Lg4 invertierbar
sind. Insbesondere sind Lap und Lpy surjektiv, sprich Rang(Lag) = n =
Rang(Lpa) und somit folgt auch Rang(AB) = n = Rang(BA).

11. Prifung Sommer 2017: Der Rang einer oberen Dreiecksmatrix ist gleich
der Anzahl der von 0 verschiedenen Diagonalelemente.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Der Rang der Matrix (§§) ist 1, die Anzahl der von 0 verschiedenen Eintrége
auf der Diagonalen ist 0.

12. Prifung Sommer 2017: Eine Matrix ist genau dann nicht invertierbar
wenn Zeilenrang # Spaltenrang.

(a) Wahr.
(b) Falsch.

Bei jeder Matrix stimmen Spalten- und Zeilenrang tiberein, was in der Vor-
lesung gezeigt wurde. Es gibt aber nicht-invertierbare Matrizen (beispiel-
sweise 0 € M. (Fy)).



