D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung Serie 10:

Elementare Zeilenumformungen &
Elementarmatrizen, Rang & Inverse einer Matrix

1. a) Seiw € Im(T} + T»), dann existiert ein v € V, so dass
w= (11 +T5)(v) =Ti(v) + T2(v) € Im(T7) + Im(T3)
Also ist Im (7 + T5) € Im(7}) 4 Im(7T3) und folglich
Rang (7T + Ty) = dim Im(7} + T3)
<dim Im(7}) + dim Im(75)
=Rang(7') + Rang(1>)
b) Wir bemerken zuerst, dass Im(SoT") = Im(S|im(r)), wobei S|y € Hom(Im(T"), W)

die Abbildung
Vo € Im(T') : Sl (v) := S(v)

sei; d.h. S|pm(7) ist die Restriktion von .S auf den Unterraum Im(7") C V.

“C”: Seiw € Im(SoT),dannist w = (S oT)(u) = S(T(u)) fureinu € U
und folglich w € Im(S|wm(r)).

“>7: Sei w € Im(S|m(r)), dann gilt w = S(v) fiir ein v € Im(T"). Wegen
v € Im(T), existiert ein v € U mit v = T'(u) und folglich

w=_S(T(u)=(SoT)(u) e Im(SoT)
Aus der Diskussion folgt Rang(S o T") < Rang(S), da Im(S|im(ry) € Im(S).
Aus der Dimensionsformel erhalten wir
dim Im(7") = Rang(S|im(r)) + nullity (S|mm(r)) > Rang(S o T)
und folglich Rang(S o T') < Rang(T).

Beides zusammen liefert

Rang(S o T') < min{Rang(7"), Rang(S)}
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2.

a) “<” Falls A € M,«,(K) eine Basiswechselmatrix ist, dat}n existiert ein n-
dimensionaler K-Vektorraum V' mit geordneten Basen B, B, sodass A =
[idv]g. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, gelten

= [idyv]EA

= Alidy]8

= [idv]

idy]2 = [idy]
[idy]

— idy]

[idy]
idy]

T TG
G T
T >

I
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und folglich ist [idy]B eine Inverse von A.

“=” Sei A € GL,(K). Wir behaupten, dass die Spalten von A eine Basis von
K" bilden und A = [idg]5" ist, wobei B = (AW, ... A™) die geordne-
te Basis bestehend aus den Spalten von A ist. A ist invertierbar, bzw. dazu
dquivalent L, : K" — K" ist invertierbar. Insbesondere ist L 4 surjektiv. Sei
w € K" beliebig, dann existiert also ein v € K", sodass w = La(v) = Av.
Nach Konstruktion der Matrixmultiplikation gilt

n n
w; = E Aigvy, = E VA
k=1 k=1

und folglich

w = zn:wiei = Zn: (2”: Uchik> €;
i=1

i=1 \k=1
= Xn: Vg <zn: Azk61> = zn: UkA(k).
k=1 =1 k=1

Da w € K" beliebig war, bilden die Spalten von A also ein Erzeugendensy-
stem von K". Es bleibt zu zeigen, dass sie linear unabhiingig sind. Seien also
A1,y Ay € K gegeben, sodass gilt

0=MAW 4+ ... 4 )\ A,

Sei v € K" der Vektor mit Eintrdgen v; = );, dann gilt also nach obiger
Formel 0 = Av = L4 (v) und folglich ist v € Ker(L4) = {0}. Insbesondere
folgt Ay = --- = A, = 0 und somit sind die Spalten von A linear unabhéngig.
Seialso B = (AM ..., A®™)und Q = [idg»]%", dann ist nach Konstruktion

Q(J’) _ [A(j)]gn _ ZAijei _ A(j)7
i=1

und folglich @) = A. Also ist A eine Basiswechselmatrix.
b) Aus der Dimensionsformel folgt, dass

n =dim K" = Rang(L) + Ker(L4) > Rang(L4)
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Da Im(L4) ein Unterraum von K™ ist, ist
Rang(L4) = dimIm(L,) < dimK™ =m
und beides zusammen liefert

Rang(A) = Rang(L4) < min{m,n}

Fiir die zweite Aussage kann man auf mehrere Arten vorgehen. Eine Moglich-
keit ist eine brachiale Induktion nach m, der Anzahl Zeilen von A, die wir im
Folgenden ausfiihren. Alternativ geben wir ein Argument, das eine geometrische
Begriindung fiir die Korrektheit der Aussage enthilt, und darum eigentlich das
“richtigere” Argument ist. Zuerst das

geometrische Argument:

Zuerst stellen wir fest, dass die Aussage dazu dquivalent ist, dass Elementarma-
trizen F1, ..., E, € GL,,(K) und Fi, ... F; € GL,(K) existieren, sodass gilt

D=E, ---EAF,--F,.

Wir haben namlich in der Vorlesung gezeigt, dass jede Anwendung einer ele-
mentaren Umformung dquivalent ist zur entsprechenden Multiplikation mit einer
Elementarmatrix. Die Aussage folgt dann nach endlicher Induktion.

Behauptung 1: Seien V., W endlichdimensionale Vektorrdaume iiber einem Korper
K und sei T € Hom(V,W). Dann existieren geordnete Basen B, C von V', W,

sodass
I 0 (n—
[T]C _ ( r rXx(n—r) ) :
o O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
wobei n = dim(V), m = dim(W), r = Rang(T) und Ox; € My (K) die
Matrix mit allen Eintrgen gleich 0 ist. Im Folgenden bezeichnen wir Matrizen

letzterer Form einfach mit 0 und ignorieren die Indizes, wenn die Dimensionen
aus dem Kontext klar ersichtlich sind.

Beweis. Falls r = 0 ist, dann ist 7" = 0 und es ist nichts zu zeigen (da T — [T%

fiir alle Wahlen von B und C linear ist). Sei im Folgenden also » > 1. Wihle eine
Basis (wy, ..., w,) von Im(7"). Weil die Abbildung 7" von V" auf Im(7") surjektiv
ist, existieren vy, ..., v, € V, sodass T'(v;) = w; gilt. Die Liste (vy, ..., v,) ist
linear unabhingig. Seien ndhmlich A{,..., A\, € K, sodass 0 = Z;Zl Ajv; ist,
dann folgt aus der Linearitit von 7', dass

0=T(0) =Y NT(v) =Y Muwj
j=1 j=1

und aus der linearen Unabhéngigkeit von (wy, ..., w,) folgt \; = --- = X\, = 0.
Insbesondere gilt also dim(vy, ..., v,) = r. Sei im Folgenden U = (vy,...,v,).
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Wir behaupten, dass V' = U & Ker(T') ist. Sei hierfir v € Ker(7") N U, dann
ist insbesondere 7'(v) = 0. Da v € U ist, existieren Ay,..., A\, € K, sodass
v =) "_, Aju; und somit ist

0="T(v) =Y NT(v;) = \uwj,
j=1 J=0

und folglich A\; = - -- = A, = 0, insbesondere also v = 0, also UNKer(T") = {0}
(dasselbe Argument beweist, dass 7’|y injektiv ist). Es bleibt noch zu zeigen,
dass V' = U + Ker(T) ist. Sei also v € V, dann existieren durch (wy, ..., w,)
eindeutig bestimmte \;, ..., A, € K, sodass T'(v) = > 7, A\jw; ist. Sei u =
> i—1 Ajvj, dann ist u € U und fiir vy = v — u gilt

T(vo) = T(v) = T(uo) = Z Ajw; — Z A T(v;) =0,

also ist vy € Ker(7") und somit v = u + vy € U + Ker(7T'). Dav € V beliebig
war, folgt die Behauptung.

Aus der Dimensionsformel folgt dim(Ker (7)) = dim(V) — Rang(T') = n — r.
Wihle nun eine Basis (v,1, . .., v,) von Ker(7"), dann ist (vq, . . ., v,) eine Basis
von V. Seien namlich \q,..., )\, € K, sodass 0 = Z?zl Ajvj, dann ist U >
Y s Ay = =2 Ay € Ker(T), und aus {0} = U N Ker(T') folgt
also 0 = > 7 Aju; = >0 Ajvj. Da (vr,...,0) und (vpyq, ..., v,) linear
unabhingig sind, folgt also A\; = - -+ = \,, = 0. Insbesondere ist also (v1, ..., v,)
linear unabhingig und da dim (V') = n ist, ist wie in der Vorlesung gezeigt wurde

(v1,...,v,) eine Basis von V.

Es ist eine Folgerung des Steinitz’schen Austauschsatzes, dass w1, ..., w, €
W existieren, sodass (wy, . . ., w,,) eine geordnete Basis von W ist. Im Folgenden
seien B = (vy,...,v,) und C = (wy, ..., wy,). Es ist nach Konstruktion
e, falls1<i<r
[T(vi)le =14
0 sonst
und somit folgt die Behauptung. 0

Aus der vorangehenden Aussage folgt insbesondere, dass Basen B3, C von K" und
K™ existieren, sodass gilt [L 4] die gewiinschte Form hat. Wegen

[La)5 = [idien]g,, [Lalg: [idin]5 = [iden§, Alidin]5
reicht es also zu zeigen, dass sich jede Basiswechselmatrix als Produkt von Ele-
mentarmatrizen schreiben lisst.

Behauptung 2: Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und seien B, B zwei
geordnete Basen von V/, deren Eintréige sich an genau einer Stelle unterscheiden.
Dann ist die Basiswechselmatrix [idy | ein Produkt von Elementarmatrizen.
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Beweis. Seien B = (U1,...,0,) und B = (v1,...,v,), und sei 1 < k < n,
sodass entsprechend der Voraussetzung gilt

’Uj = 6]' < j 7é k.
Sei O, = > i, Airv;, dann gilt fir die Matrix Q = [idy]

B
0;; fallsj #k
Qij = { ’

Air  sonst
Da (01,...,7,) eine Basis ist, gilt o, & ({0;]j # k}) = ({v;|l7 # k}), und

folglich ist Agx # 0. Insbesondere ldsst sich () mittels Multiplikation der k-ten
Zeile mit \;;! in die Form

1 0 A O --- 0
N 0 1 )‘kflyk 0O --- 0 [k 1 v 0
0=1|o 0 1 0 --0|=[0 1 o0
0 - 0 >\k+1,k 1 0 0 w ]n—k
0 ««+ 0 Ay 0 --- 1
mit v = (g, ..o, Me1)? und w = (Agy1g .., Apg)? Uiberfiihren, wobei v €

K*~1, w € K" *. Um die Aussage zu beweisen, reicht es also aus, zu zeigen, dass
jede Matrix dieser Form mittels elementarer Zeilen und Spaltenumformungen aus
der Identitit entsteht. Die k-te Spalte von () ist gegeben als

Q= S I + 1,
i£k

und da fiir j # £ gilt QU) = 117, entsteht Q mittels elementarer Spaltenumfor-
mungen aus der Identitét. Dies zeigt, dass sich () als Produkt von Elementarma-
trizen schreiben ldsst. ]

Behauptung 3: Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper
K. Seien B und B geordnete Basen von V. Dann ist [idv]g ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen.

Beweis. Wir machen eine Induktion tiber die Anzahl der nicht-gemeinsamen Ele-
mente von B und B.

Wir machen die Induktionsverankerung. Wenn sich Bund Bin genau einem Ele-
ment voneinander unterscheiden, dann ist die Aussage diejenige aus Behauptung
2, bis auf die dort getroffene zusitzliche Voraussetzung, dass die Eintrige po-
sitionsweise an allen bis auf einer Stelle identisch sind. Wir miissen also noch
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zeigen, dass die Aussage auch gilt, falls nur alle Elemente bis auf eines gemein-
sam sind, die Restriktion an die Anordnung aber nicht gilt. Hierfiir reicht es zu
zeigen, dass jede Basiswechselmatrix zwischen zwei geordneten Basen Bund B,
wobei die eine Basis eine Permutation der Elemente der ersten Basis darstellt,
sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben lésst, dann folgt die Aussage
aus der Multiplikationsregel fiir Basiswechselmatrizen. Sei nimlich v; das Ele-
ment in der Liste B, das in B nicht vorkommt, und sei v das Element in B3, welches
nicht in B vorkommt. Sei B die geordnete Basis von V, die man erhilt, indem
man ¥; durch v ersetzt. Dann sind B und B geordnete Basen, deren Eintrdge an
jeder bis auf eine Stelle iibereinstimmen, und somit ist [1dv] ein Produkt von

Elementarmatrizen. B ist eine Permutation der Eintridge von B, und es gilt

lidv]3 = fidvIZlidv ],
Wenn also [1dv] ein Produkt von Elementarmatrizen ist, dann gilt dasselbe fiir
[ldv]

Fiir solche B und B enthilt jede Spalte und jede Zeile von ) = [idv]g genau
einen Eintrag mit Wert 1 und alle anderen Eintrdge sind gleich 0. Angenom-
men die Aussage gilt fiir jede solche Matrix der Grosse k£ x k (k > 1) und sei
Q € Mk11)x+1)(K) ebenfalls von der beschriebenen Form. Dann existiert eine
Vertauschung von zwei Spalten, welche () in die Form.

@=(y §) Qe M)
tiberfiihrt, wobei wieder jede Spalte und jede Zeile von Q genau einen Eintrag
mit Wert 1 und allen anderen Eintrigen 0 enthilt. Nach Induktionsannahme las-
sen sich also die zweite bis und mit n-te Spalte untereinander vertauschen, sodass
@' in die Identitit iiberfithrt wird. Dies zeigt die gewiinschte Aussage iiber Per-
mutationen von Basen und vervollstindigt die Induktionsverankerung.

Sei die Induktionsannahme also, dass die Aussage aus Behauptung 3 wahr ist fiir
alle Paare von Basen, die sich in k£ oder weniger Eintrdgen unterscheiden, wobei
1 < k < n gegeben ist. Seien B und B zwei Basen, die sich in k + 1 Eintriigen
unterscheiden, und wihle einen Eintrag v von B, der nicht in B vorkommt. Da B
eine Basis von V' ist, istv € V'\ {0} und somit {v} linear unabhiingig. Nach dem
Steinitz’schen Austauschsatz konnen wir einen Eintrag von B durch v ersetzen,
sodass die resultierende Liste 5 eine geordnete Basis ist. Die Basen B und B
unterscheiden sich in einem, die Basen 55 und B in k Elementen. Insbesondere
lassen sich nach Induktionsannahme die Matrizen [1dv] und [1dv] als Produkte
von Elementarmatrizen schreiben, und somit gilt dasselbe fiir

lidy]2 = [idy]Z[idy]3.
Also folgt die Aussage aus Induktion. [
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Beweis mittels Induktion:

“m = 17: Falls A = 0, dann ist Rang(L4) = 0, da L(v) = 0 fir alle v € K"
und folglich ist nichts zu zeigen.
Sei also A # 0, dann existiert ein 1 < j < n mit A;; # 0. Da Ly(e;) =
Ay; #0,ist Rang(L4) > 1 und wegen L4 : K” — Kist Rang(L4) = 1.
Falls 5 > 1, vertauschen wir die Spalten AW und AY) so dass wir im Fol-
genden annehmen konnen, dass A eine 1 X n-Matrix mit A;; # 0 ist. Wir
multiplizieren nun die erste Spalte von A mit A;}!, so dass wir im Folgenden
annehmen konnen, dass A eine 1 x n-Matrix mit A;; = 1 ist. Falls n = 1,
dann sind wir fertig. Andernfalls addieren wir fiir j < 2 < n das — A, -fache
der ersten Spalte zur j-ten Spalte, so dass danach A;; = 0 fiir j > 2 und
folglich A = e, wie gewiinscht.

“m > 1”: Wir schreiben

A= (g) B € My, 12n(K),C € My, (K)

Sei rp := Rang(B). Nach Induktionsannahme existieren elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen, die A in A’ tiberfiihren, so dass

D
A = (CJ’B) Dp € My 1xn(K),C" € M;y,,(K)
mit Dp eine Diagonalmatrix fiir B wie in der Aufgabenstellung. Wir addieren
nun das —C j—fache der j-ten Zeile zur m-ten Zeile fir 1 < 5 < rp und
konnen also annehmen, dass C{j = 0 fiir 1 < j < rpg. Das heisst, wir haben
mit elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen A in eine Matrix

Y ITB OTBX(nfrB)
A" = O(mfrBfl)XrB O(mfrBfl)X(nfrB)
OlXTB C”

tiberfiihrt, wobei C" € My (n—r)(K). Da elementare Zeilen- und Spalte-
numformungen den Rang erhalten, gilt Rang(A) = Rang(A”).

Da die Spalten (A”)\) fiir 1 < j < rp linear unabhiingig sind, gilt Rang(A”) >
rp. Andererseits sind die Spalten (A”)Y) fiir rp,; < j < n sicherlich line-
ar abhingig, da sie allesamt Vielfache des Vektors ¢, € &, sind. Also ist
Rang(A) € {rp,rg + 1}.

Angenommen Rang(A) = rp, dann ist dim Im(L4») = rp und folglich ist
C" = 01x(n—rp) und A" hat die gewiinschte Form.

Falls Rang(A) = rp + 1, dann existiert ein 75 < j < n, so dass C’{’] # 0.
Nach vertauschen der j-ten und der (rg + 1)-ten Spalten von A” kbnnen wir
annehmen, dass C’{’(TB +1) # 0. Wir multiplizieren die (rp + 1)-te Spalte von

A” mit (C{’( ~1 und kénnen im Folgenden annehmen, dass C{’( = 1.

T'B—‘,-l)) TB+1)
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Nun addieren wir fiir 1 < j < rp —ndas —CY, . ;-fache der (rp + 1)-ten
Spalte von A” zur (rp + j)-ten Spalte von A” und erhalten aus A” mittels
elementarer Spaltenumformungen eine Matrix A” von der Form

. ]rB OTBX(nfT‘B)
A" = O(me'Bfl)XTB O(mfrBfl)X(nfrB) (61 c gn—r]_c;)
OlXT‘B e,{

Nach vertauschen der (75 + 1)-ten Zeile und der m-ten Zeile von A" erhalten
wir eine Matrix

D:( L1 Or41)x(n—(rp+1) )
Otm—(rg+1)xrs+1)  Om—(rp+1))x(n—(rp+1))

wie gewiinscht.

3. Wir erinnern daran, dass Lpac = Lr o Ly o Ls und dass wegen der Invertierbarkeit
von F'und G auch Lg und L invertierbar, und also bijektiv sind.

a)

b)

Wegen der Invertierbarkeit von Ly ist Ker(Lr) = {0}, und folglich

v € Ker(Lpag) ©0 = Lpag(v) = LF((LA o Lg)(v))
&0=(LaoLg)(v) =La(La(v))
& La(v) € Ker(Ly)
v e Lg' (Ker(La))

und folglich Ker(L4) = L (Ker(Lrag)).

Fiir die Aussage iiber das Bild verwenden wir die Surjektivitéit von Lalz

w € Im(Lpag) ©Fv; € K" : w = Lpag(v1)
Sy e K" w = LFAg(Lél(w)) = LF(LA(UQ))
Sw e Lp(Im(La))
und folglich Tm(L ) = L' (Im(Lpac)) = Ly (Im(Lpac)).

Die Aussagen beweisen die Behauptung nach Anpassung der Notation.

Es gilt per definitionem

Rang([T5) = Rang(Lzg ).

C
B

Seien ¢ : W — KI™W) ynd ¢ : V — KI™(V) die Isomorphismen gegeben
durch Koordinatenwahl ¢)(w) = [w]c und ¢(v) = [v]g (fir v € V und w € W).
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Wir wissen aus der Vorlesung, dass das folgende Diagramm kommutiert:

1% r 1474
o| |+
Kdim(V) K dim(W)
Lirg,

und somit ist L[T]% =) oT o ¢~ !, also insbesondere
Rang([T]%) = Rang(ypo T o o).

Da ¢! surjektiv ist, ist Im(7") = Im(7 o ¢~1). Da 1 injektiv ist, bildet ¢ je-
de linear unabhéngige Teilmenge von W auf eine linear unabhiingige Menge ab,
und somit ist dim Im(¢) 0 S) > dim Im(S) fiir jede beliebige lineare Abbildung
S von einem endlichdimensionalen K-Vektorraum U nach W. Andererseits gilt
aufgrund der Dimensionsformel Rang(¢)0.S) < Rang(S) im Allgemeinen. Folg-
lich ist nach Kombination beider Argumente

Rang(T) = Rang(T 0 ¢~') = Rang(y) o T 0 ¢~ ') = Rang([T]).

Um unsere Vorgehensweise zu motivieren, bemerken wir, dass das Bild von L 4
gegeben ist durch die lineare Hiille der Spalten von A

2 1 -1 2
Im(L,) = span 1]1,10],1-11],(0
3 1 —2 2

Dies haben wir im Rahmen der Diskussion linearer Abbildung ausfiihrlich be-
sprochen. Um eine Basis von Im(L 4) zu bestimmen, miissten wir eine maximale,
linear Unabhiéngige Teilmenge des obigen Erzeugendensystem suchen, was mit
probieren im Allgemeinen nicht einfach ist. Darum verwenden wir stattdessen
Teilaufgabe (a) und das Resultat aus Aufgabe 2, d.h. wir finden Produkte F', G
von Elementarmatrizen, so dass FDG = A mit D wie in Aufgabe 2.

21 -1 2
A=|1 0 -1 0
3 1 =2 2
010 1 0 -1 0
=11 0 0 21 -1 2
0 0 1 3 1 =2 2
F
10 -1 0 1 0 00
01 0 2
=Fl12 1 -1 0
31 -20) (0010
0 0 01
—_—
G1
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100\ /10 -10 )
:Fl 2 10 01 1 0 Gl (FQ Z:FlFQ)
0 01 31 =20
————
=:F
/1 00\ /10 -10 o
—F2 010 0 1 1 0 G1 (Fg = F2F3)
3 01 01 1 O
———
=:F3
ooy (oY )
—F3 01 0 0 G1 (GQ = G2G1>
01 0 0 0010
0001
—_———
=:G2
/10 0\ /10 -1 0\ o
=0 1 001 0 0|G (F=EER)
011 00 0 O
N———
=:Fy
(1000 (1)(1)_018 i i
—F4 01 00 GQ (Gg e GgGg)
000 0 00 1 O
00 0 1

-~

=:G3

Da es sich bei den Matrizen F}, Iy, F3, Fy sowie G, G5, G5 allesamt um Ele-
mentarmatrizen handelt un~d da diejnvertierbaren Matrizen (fiir jgde Dimensipn)
eine Gruppe bilden, sind F} und G5 invertierbar und fiir I := F; ', G := G3*
gilt

= FAG

S O =
S = O
o O O
o o O

Der Vorteil oben durchgefiihrter Umformungen ist, dass man aus F'AG sofort
eine Basis des Bildes sowie des Kernes ablesen kann. Im Folgenden ist e; € &
der i-te Vektor der Standardbasis von K* (k = 3,4). Wir sehen, dass es, e, €
Ker(Lpaq) — insbesondere gilt nullity(Lrac) > 2 — und wegen

Im(Lpac) = span{(FAG)Y | 1 < j < 4} = span{ey, e5},
dass Rang(Lrac) = 2. Aus der Dimensionsformel folgt
nullity (Lrag) = dimK* — Rang(Lpag) =4 — 2 = 2

und somit ist {es, e4} eine Basis von Ker(Lgs¢). Da invertierbare Abbildungen
linear unabhéngige Mengen auf linear unabhingige Mengen abbilden, sind nach

Siehe nichstes Blatt!



Teilaufgabe (a) die Mengen L¢({es, es}) = {Lc(e3), La(es)} beziehungsweise
Lp-1({e1,e2}) = {Lp-1(e1), Lp-1(e2)} Basen von Ker(L,) beziehungsweise
von Im(L4).

Wir berechnen

010 1 00 1 00 1 00
=100 210 010 010
001 001 301 011
210
=100
311
G =G5! = (G3GoG) ™ = GGy Gyt
1 00 O 10 0 0 1010
{01 0 =2 01 —-10 0100
1001 0 00 1 0 0010
000 1 00 0 1 0001
10 1 0
o1 -1 =2
100 1 0
00 0 1
Folglich ist
1
1,10
1
eine Basis von Im(L 4) und
1 0
-1 -2
1|71 0
0 1
eine Basis von Ker(L4).
d) 1. Wir berechnen
1 00 1 1 0
A=|11 0 0 -1 1
001 0 1 1
1 00 1 0 0 1 10
=110 0 -1 1 010
001 0 1 1 001
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100\ /10 0 100\ /110

=({1t 10)l01 1|00 2]f0 10

001/\00 1/\0o11/\0 o011

100\ /10 0 1 00\ /1 00\ /110
={110]){01 —-1]{0 4 0)Jf0o01]f0o 10
001/\0o0 1/\0oo01/\0o11/\0o01

100\ /10 0 1 0 0\ /1 0\ /1 0 0\ /1 10
=({1 1 0]){01 —=1){0 5 0] (o0 oo 0 1|0 10
001/\0o0 1/\0 01 0—11 010/ \0O0°1

Somit ist A ein Produkt von Matrizen vollen Ranges (ndmlich ein Produkt
von Elementarmatrizen) und somit die Darstellungsmatrix einer Verkniipfung
bijektiver Abbildungen und als solche insbesondere die Darstellungsmatrix
einer surjektiven Abbildung. Folglich hat A vollen Rang, d.h. Rang(A) = 3.

2. InFy gilt 1+ 1 = 0, also ist

A:

O R = OFR KR OFRFH OF =
OO OFRO O, O OO
—HOoO O RPOO HOO kOO
cor~r co~rco—~"ocoo~

—H RO RO RO HRF
_— OO0 P OO =M= O == O

SO =R OO OO
O = O OO O =
OO O OO = OO
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Somit ist A von der Form A = F < L 02“) G, wobei F, G Produkte von

O1x2
Elementarmatrizen sind. Da Elementarmatrizen den Rang erhalten, folgt

Rang(A) = Rang (Of; 026(1> =2

4. Wir bezeichen im Folgenden mit “— die Uberfiihrung einer Matrix in eine andere
Matrix mittels elementarer Zeilen- bzw. Spaltenumformung, wobei wir — indizieren

e mit A\Z; (bzw. A\S;) im Falle der elementaren Umformung Multiplikation der ¢-
ten Zeile (bzw. der j-ten Spalte) mit A € R,
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e mit Z; <+ Zy (bzw. S; <+ Sj) im Falle der elementaren Umformung Vertau-
schung der i-ten und der i’-ten Zeile (bzw. der j-ten und der j'-ten Spalte)

e und mit Z;+\Z; (bzw. S;+\S;/) im Falle der elementaren Umformung Addition
des A-fachen der ¢'-ten Zeile zur i-ten Zeile (bzw. des \-fachen der j’-ten Spalte
zur j-ten Spalte).

Wir berechnen

1 0 0(1 0O
(A1 |L)=( 1 1 0|0 1 0
11 1]0 01
1 001 0O
2780 01 0[-1 1 0
11170 01
1 001 00O
B0 1 0]-1 10
01 1|-1 01
1 001 0 O
%201 0[-1 1 0
0010 -11
und folglich ist
1 0 0
Af'=1-1 1 0
0 -1 1
Ebenso berechnen wir
21 1 1/1 000
121 1/01 00
(A2 [ o) = 1 121/0010
1 11 2|0 0 01
100 —-1/1 0 0 -1
Zléz4 121 1010 0
112 1001 0
111 21000 1
100 —-1/1 0 0 -1
Z2=Zs 010 -1/010 -1
112 1001 0
111 21000 1
100 —-1/1 0 0 -1
ZS;Z>4 01 0 —-1/]01 0 -1
001 —-1/0 01 -1
111 21000 1
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1

Z4;Z>1 0
0

0

1

Za—27o | 0O
H 0
0

1

Zs—275 | 0
% 0
0

1

i [ o
0

0

1

YAS A 0
_> 0
0

1

Zo+274 0
—> 0
0

1

Z1+74 0
H 0
0

Also ist

OO RO O OO OO O OO rHrOoO OO OO0+, +=HOoOoO o

At

Schlussendlich berechnen wir

1
-1
2
3

(Az | 14) =

— O W N

O R OO OH OO OrHrHrOO0O OrHrHrOO OHOO FBHFEFHFOO +H OO

1
)

~1]1 00 -1
~1/0 10 -1
~110 01 -1
3/-100 2
11 0 0 -1
110 1 0 -1
110 0 1 -1
41-1 =10 3
~1]/1 0 0 -1
~1/0 1 0 -1
~110 o0 1 -1
5 1-1 -1 -1 4
~1] 1 0 0
~1] o0 1 0
~1] 0 0 1
1|-1/5 —1/5 —1/5
~1] 1 0 0
~1] o0 1 0
0 |-1/5 —1/5 4/5
1|-1/5 —1/5 —1/5
—1] 1 0 0
0 |-1/5 4/5 —1/5
0 |-1/5 —1/5 4/5
1|-1/5 —-1/5 —1/5
0| 4/5 —1/5 —1/5
0|-1/5 4/5 —1/5
0|-1/5 —1/5 4/5
1]-1/5 —1/5 —1/5
4 -1 -1 -1
~1 4 -1 -1
1 -1 4 -1
~1 -1 -1 4

—3 11000

210 1 0 0
5100 10
—2 6000 1

Siehe nichstes Blatt!



1710 00

—-1/1 1 0 0

510 0 1 0

6 {0 0 01
-2 010

-3
—6
1
-2

0

1 2
2
3 1

0 5

0

1

1

0 001

1
1

000

0

1

-2 010

-3 001

—1

01

1

1

-3 00

3
6
1

7
-2

3
3

7

3

0

1

-2 10

1 2 -3
05 —6

-1

2
1

-3

1 2

-5 11

—-16 7

-2

-1
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—-16 7
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0 11
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-3 1
11

10

0

0

5

-2

-7 3

-5 11

—-16 7
1

5

-2

-7 3
1

-5 11

—-16 7

100 7
0 0 0 11
010 O

100 7
010 O
0 0 0 11
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5. Wir berechnen

OO —
o= O

> —
171
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(B | 1) =

1

1 0O 0 1 10 1 0 -3 =5
-1 1 0 01 0 0 2 4 5
1 -2 1 0O 0 1 00 8 11
1V10
(7 52)
1 1 0\ /1 00\ /10 -3 =5
~1 0 oflo2o0][o1 2 5/2
1 -1 1/\oo1/\oo 8 11
1v20
(1 5,2)
1 2 0\ /1 00\ /10 -3 =5
—1 0 0o|fo1o0])f[o1 2 »5/2
1 —21/\oos/\oo 1 11/8
1v20
(1 52)
1 2 0\ /10 =3\ /100 —7/8
—1 0 o)Jfo1 o])[o12 52
1 -2 8/ \0 0 1 001 11/8
1373
(10, %)
1 2 =3\ /10 0\ /100 —7/8
-1 0 3])fo12]l0o10 —1/4
1 -2 5/)\001/\0o o0 1 11/8
1V21 ;
(1 5,2)
1 2 1\ "
B=1]1-1 0 3
1 -2 1

gilt BA = R. Man kann B berechnen, indem man das Produkt der Inversen der
oben auftauchenden Elementarmatrizen (in der richtigen Reihenfolge) bestimmt, oder
mittels Gauss-Elimination. In der Notation zur Losung von Aufgabe 3 liefert dies:
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1]1/8 1/4 1/8
-3l 0 -1 0
0[1/4 0 —1/4
11/8 1/4 1/8
0]3/8 —1/4 3/8
0/1/4 0 —1/4
1/1/8 1/4 1/8

1 2 111 0 0
780 2 41 10
0 -4 0/-1 0 1
12 1110 0
2280 2 411 1 0
0081 21
10 —=3/0 =1 0
A7l g9 401 1 0
00 8|1 2 1
) 10 -3/ 0 =10
3%2
Blo1 212 1/2 0
00 8|1 2 1
(10 =3[0 -1 0
Slo1r 2012 1/2 0
00
10
0 1
00
10
0 1
00

und folglich ist
3/8 —1/4 3/8
B=1[1/4 0 -1/4
/8 1/4 1/8



