D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Losung 26:

Sesquilinearformen und C-Skalarprodukte

1. a) Betrachte die Abbildung My, (C) — M;x(C), X — X* = X' Diese Abbil-
dung ist konjugiert linear, d.h. fiir alle X, Y € M;.;(C) und A € C gilt

(X +AY)" = X"+ Y™

Dies folgt aus der Multiplikativitit und der Additivitit der komplexen Konjuga-
tion sowie der Linearitét der Transposition, denn

(X +\Y) =X + Y = (X +AY)T
—X 427 = X v
Dies zusammen mit der Distributivitit der Matrixmultiplikation liefert fiir wy, us, vy, vo €
C" sowie \, u € C, dass
Y(ug + Aug, vy + pvg) =(uy + Aug) A(vy + pvg) = (uj + XU;)A(M + pvg)
=uj Avy + AuyAvy + pui Avy + iy Avy
=7(u1, v1) + My(uz, v1) + py(ur, va) + Ay (uz, v2).

Dies beweist die definierenden Gleichungen fiir die Sesquilinearitit nach Wahl
von us = 0 bzw. vy = 0 sowie A = 1 bzw. = 1.

b) “="": Angenommen  ist nicht ausgeartet, dann existiert fiir jedes v € C" \ {0}
ein u € C", sodass u*Av # 0. Insbesondere ist Av # 0. Dav € C" \ {0}
beliebig war, folgt Ker(L4) = {0} und da L4 € End(C"), folgt aus der
Injektivitdt von L 4, dass L 4 ein Isomorphismus ist, und somit insbesondere,
dass A invertierbar ist.

Bitte wenden!



“<": Um die umgekehrte Implikation zu beweisen, zeigen wir dazu dquivalent,
dass wenn +y nicht nicht ausgeartet — wir sagen ausgeartet — ist, die Darstel-
lungsmatrix nicht invertierbar sein kann. Nehmen wir also an + ist ausgeartet.
Sei v € C™\ {0}, sodass 7 (u,v) = 0 gilt fiir alle u € C". Dann ist insbeson-
dere v(Av,v) = 0, und somit

0 = v(Av,v) = (Av)*Av = || Av||?,

wobei [|-|| die Norm zum standard inneren Produkt auf C" ist. Wie in der
Vorlesung und insbesondere in der Analysis diskutiert wurde, folgt daraus
Av = 0 und somit ist v € Ker(L,). Dawv € C"\ {0} war, ist L4 nicht
injektiv, insbesondere nicht invertierbar, und damit auch A ¢ GL,,(C).

¢) Wir bemerken, dass analog zur Diskussion von Bilinearformen die Gleichung
Y(u,v) = [ulgys(y)[v]s
gilt. Hierfiir reicht es zu zeigen, dass die rechte Seite eine Sequilinearform auf

V' definiert, die auf einer Basis mit y iibereinstimmt. Angenommen, dies sei der

Fall fiir eine geordnete Basis 5/ = (v],...,v),) von V, dann gilt fiir beliebige

r n

uw=> " avjundv =>" [ die Gleichung
[ulzs(v]s =[ X0, awi] gs() [ 52 Bivj] 5
= > @Bl vs(Nvls = Y @Bi(v)

ij=1 6j=1
:7( > iy v, Z?:l 5]‘@}) = y(u,v).
Wir wihlen die Basis B = (vy, ..., v,), dannist [v;]z = e;, wobei &, = (e1, ..., €,)

die Standardbasis auf C" ist. Sei A € M,,,(C), dann ist €] Ae; = A;;, und folg-
lich

il s (V) [vils = YB(7)i5 = 7(vi, ;)
nach Definition von t5(7y).

Wir wenden uns nun dem Beweis der Aussage zu:

“=": Angenommen 7 ist positiv definit, dann gilt fiir jede beliebige Basis BB von
V und fiir jedes v € V' \ {0}, dass

0 <v(v,v) = [v]ps(y)[v]s.

Da die Abbildung V\{0} — C"\{0}, v — [v]g surjektiv ist, folgt z*¢5(y)z >
0 fiir alle z € C™ \ {0} und somit ist ¢5(7y) positiv definit.

Siehe nachstes Blatt!



“<": Angenommen es existiert eine geordnete Basis B = (vy,...,v,) von V,
sodass () eine positiv definite Matrix ist, dann gilt wegen [v]z # O fiir
allev € V'\ {0}, dass

0 < [ulgs()lvls = (v, v),

und folglich ist -y positiv definit.

2. Wir haben in Aufgabe 1. gezeigt, dass (-, -) eine Sesquilinearform definiert mit Dar-
stellungsmatrix A beziiglich der Standardbasis &. Wir miissen also nur iiberpriifen,
ob (-, -) schiefsymmetrisch und positiv ist.

Wir wissen aus der Vorlesung, dass die Sesquilinearform genau dann schiefsymme-
o . . —T .
trisch ist, wenn A hermitesch ist, d.h. A* = A" = A. Esist

- (1 =1\ . r
A= (1 ) =1
und da -7 eine Involution auf My (C) ist, folgt also A* = A.

Fiir die Positivitiat berechnen wir

(z,7)A (;j) = (T — iy, iT + 27) (g) = |z|* — izy + izy + 2ly|*.

Seien x = a + ibund y = ¢ + id, dann ist

2y =(a +1b)(c — id) = ac + bd + i(bc — ad)
7y =(a —ib)(c + id) = ac + bd + i(ad — bc)

und folglich
Ty — oy = 2i(ad — be).

Angenommen die Form wire nicht positiv, dann finden wir z,y € C nicht beide 0,
sodass

0 >|z|* + 2|y|* — 2(ad — be)
=a®> +b* +2¢* + 2d* — 2(ad — bc)
=(a —d)* +d*+ (b+c)* +

Aber das ist absurd, denn entweder ist y # 0 und somit
O<+d*<(a—d?*+d*+(b+c)+
oder y = 0 und dann x # 0 und somit

0<a®+b=(a—d?+d+(b+c)+c

Bitte wenden!



3. Linearitit des Riemannintegrals impliziert

(fi+ Mo g1+ pg2) = (1, 91) + M fo 01) + 1 fo, g1) + Al fa, 92)

fir alle fi, fo, 91,92 € V und alle A, u € C, da punktweise f1(t) + Afa(t) = fi(t) +
A fo(t) gilt. Daraus folgt, dass (-, -) eine Sesquilinearform auf V' definiert. Es bleibt zu
zeigen, dass (-, -) positiv definit und hermitesch ist.

Um zu zeigen, dass (-, -) hermitesch ist, verwenden wir die Linearitit des Integrals
und erhalten fiir f = f,. +1if;, g = g, + ig;, mit f,., f;, g., g; reellwertig, dass

(0.5) =5 | a7 @

1 2

5= | @0+ i) (10 +ifw)ar

=5 [ 5080+ 5050 +35,000) - 00 O

:;A 00+ O iz [ 4000~ O 0
T— %ﬂUrU+ﬁU(ﬁWH;-%ﬂUrU e

t/‘ 180, 1) + Fi(aitt dt——v——J/ F(0gr(t) — £ (gDt

:;A ﬂ®%®+ﬁ@m@w+5;A Fr(D)gi(t) = Fit)g- (1)t
=(g, f)-

Fiir die Tatsache, dass fiir stetige f, ¢ : [0, 27| auch die Realteile f,, g, und die Ima-
ginidrteile f;, g; stetig sind, verweisen wir auf die Analysis Vorlesung, in der auch
das Integral komplexwertiger stetiger Funktionen f auf einem kompakten Intervall /

durch
/1 F(t)dt = /I Re(f)(t)dt + i /I T ( £)(£)dt

Fiir die Positivitit sei f € V' \ {0}, dann existiert ein ¢, € [0, 27|, sodass f(tg) # 0.
Da f stetig ist, existiert 6 > 0, sodass

definiert wurde.

Ve [0,27] 1 [t —to] < 0= | F(1) — f(to)] < _|f<§0)|

und insbesondere folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir ¢ € [0, 27| mit
|t — o] < 6, dass

(O = |I£(to)] = [£(to) = f(B)| =2 === > 0.

Siehe nachstes Blatt!



4.

Im Folgenden seien ¢ = max{0,ty — 0} und ¢, = min{2m, ¢y + 0}. Aus der Mono-
tonie des Riemannintegrals folgt

| f(to)?
T(t+ —t_)>0.

ontfs) = [l [ R

a) Es gilt Re(z) = 4(z + %) fiir alle z € C, und da die Abbildung z — Z R-linear

ist, ist auch Re R-linear. Insbesondere folgt also

Re(uy + Aug, vy + pwvs) :Re(<u1, v1) + Mug, v1) + pug, vo) + Apus, vg))
= Re(uq, v1)+ARe(ug, v1) + pRe(uq, v2) + AuRe(ug, v2)

fir alle uy, us,v1,v9 € V und fir alle A\, p € R, und folglich ist Re(:, ) eine
Bilinearform auf Vk. Symmetrie folgt aus Re(z) = Re(Z) fiir alle z € C, denn
so folgt fiir u,v € V, dass

Re(v, u) = Re(u,v) = Re(u, v).

Da (-, -) nach Voraussetzung ein komplexes inneres Produkt auf Vi ist, gilt (v, v) €
(0, 00) fiir alle v € V' \ {0} und folglich ist

Re(v,v) = (v,v) >0

fiir alle v € V. Insbesondere ist Re(-,-) positiv definit und somit ein reelles
inneres Produkt auf V.

Fiir die letzte Behauptung, sei v € V/, dann ist nach Voraussetzung

Re(v,iv) = Re(iw) =0,

wie gewiinscht.

b) Wir bemerken zuerst, dass aus der Voraussetzung fiir beliebige u,v € V' gilt

0= (u+iv,i(u+iv)) = (u,iu) —(u,v) + (iv,iu) — (iv, v),

und wegen (iv, v) = —(iv,i%v) = 0 gilt aufgrund der Symmetrie von (-, -), dass
(iu, iv) = (u,v).
Da u,v € V beliebig waren, ist die R-lineare Abbildung v — iv orthogonal und

es gilt
(u,iv) = —(iu,v) (u,v e V).

Bitte wenden!



a)

Seien A = a+if € Cmita, S € R, u, uy, us, v,v1, v € V, dann gelten

(ug 4 ug, v)c =(uy + ug,v) + i{iug + iug, v)
(ug,v) +1i(iug, v) + (ug,v) + i(iug, v)

(u1, v)c + (uz, v)c,
(u, vy + vg) + i(iu, vy + v9)
(u,v1) +1(iu, v1) + (u, va) + i{iu, vo)
(u, v1)c + (u, va)c,
(au ~+ ifu,v)c = (au, v)c + (ifu, v)c
=(au,v) + i{iau, v) + (ifu, v) + i{—Pu,v)
=a(u,v) + ai(iu, v) + B(iu, v) — Biu, v)
=a((u,v) + i(iu, v)) —i8((u, v) + i(iu, v))
u, v)c,
v+ ifv)c = (u, av)c + (u,ifv)c
v) + i(iu, av) + (u,ifv) + i(iu, iv)
v) +i(iu, av) — (iu, fv) + i{u, fv)

( ,v) — Bliu,v) +if{u, v)
=a((u, v) + iy, v)) i8((u,v) +i(iu, v))

<U, v + UZ>

(Au,v)c

o o o ¢

Somit ist (-, -)c eine Sesquilinearform auf V.

Seiv € V' \ {0}, dann ist
(v,v)c = (v,v) + i{iv,v) = (v,v) > 0,

da wie oben gezeigt (iv,v) = —(v,iv) = 0.

Schliesslich ist

<u7 U>(C = <u7 ’U> + 1<1u? U> = <U7 u) o 1<u7 1?)> = <U7 u) o i<iv7 u> = <U> u)C
und somit (-, -) ein komplexes inneres Produkt auf V.
Falls v = 0 ist, dann ist nichts zu zeigen. Sei also v # 0, dann existieren
S1,...,8, € S paarweise verschieden, sowie Skalare A\{,..., )\, € C, sodass

v=">" Nis; gilt. Sei S" = {s1,...,8,} C S.Falls S =5, dann ist S endlich
und somit gilt die Aussage sicherlich. Andernfalls sei s € S\ S’ gilt

— <i )\z‘Si; Z/\ si,8) =0,
=1

Siehe nachstes Blatt!



und da S’ endlich ist, folgt die Behauptung. Insbesondere haben wir gezeigt, dass
fiir jede Wahl S” C S, sodass v € span(.9’) ist, die Aussage

Vse S\ S : (v,s) =0
gilt.

b) Da u und v sich per definitionem als endliche Linearkombinationen von Ele-
menten in S schreiben lassen, existiert S’ = {s1,...,s,} C S mit paarweise
verschiedenen s;, sodass u, v € span(S’). Seien

n n
u = E 1is; und v = E AiSi,
i=1 i=1

dann folgt (u, s;) = f; und (s;,v) = \; wegen der Sesquiliniearitit von (-, -),
dass

U> :<Zﬂisiaz)\j5] Z /\z,uj Szasj Z/\ZMZ
i=1 j=1

3,j=1 5

n

= Z(u, si)(Si,v) = Z(u, si)(v, ;) = Z(u, s)(v, s),

i=1 seS

wobei wir im letzten Schritt die Konsequenz aus Teilaufgabe a) verwendet haben.

6. Angenommen 7" wire ein Endomorphismus wie in der Aufgabenstellung. Wihle eine
geordnete ONB B = (vy,...,v,) von V (beziiglich (-, -)). Wir wissen aus der Vorle-
sung, dass

VUEV:T(U):i’U“TU Z’yvvl
i=1

Folglich ist die Darstellungsmatrix von 7' gegeben durch

T]s = (V(UJ’Ui))lgi,jgn'

Dies verwenden wir, um 7" zu konstruieren. Sei B wie oben und sei v eine beliebige
Sesquilinearform auf V. Da die Abbildung End(V) — M, «,(C), T +— [T]s, wie
in der Linearen Algebra I gezeigt wurde, ein Isomorphismus ist, existiert genau ein
Endomorphismus 7, € End(V) mit [T,]5 = (v(v;, v;)) . Wir behaupten, dass

1<i,j<n
T, die gewiinschte Gleichung erfiillt.

Wir bemerken zuerst, dass die Wahl von B als ONB von V' impliziert, dass fiir alle
v,we V gilt
(v, w) = [v]z[w]s. (1)

Bitte wenden!



Tatsdchlich erhalten Wir
[v;]lvils = ejrei =0, = (vj,v;)

fir 1 < 4,57 < n und da nach Aufgabe 1. die Abbildung (v, w) — [v];[w]s eine
Sesquilinearform auf V' definiert, folgt (1).

Sei 1 < i < n, dann gilt nach vorangehender Beschreibung von (-, -):
(Tyvj,vi) = [Tyv;]5[vils = v(vj, vi).-

Da T, linear ist, ist die Abbildung (v, w) — (T’v,w) sesquilinear und somit folgt,
dass
(T, w) = (v, w)

fiir alle v, w € V gilt.



