D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Analysis | HS 2017
Prof. Manfred Einsiedler

Ubungsblatt 7

In allen Aufgaben bezeichnen a, b € R reelle Zahlen mit a < b.

1. Berechnen Sie das Integral

/ab sgn(z) dx

in Abhédngigkeit von a und b. Hierbei bezeichnet sgn die Signum- oder Vorzeichen-
funktion

1, >0,
sgn: R — {-1,0,1}, z — 0, =0,
-1, x<0.

2. Seit € TF([a,b]) eine Treppenfunktion. Zeigen Sie, dass ¢ Riemann-integrierbar
ist und dass das Riemann-Integral von ¢ mit dem Integral von ¢ als Treppenfunktion
iibereinstimmt.

3. Sei f € R([a,b]) Riemann-integrierbar. Zeigen Sie, dass das partikuliire Integral
F:la,b] — R, x»—>/ f(t)dt

eine stetige Funktion auf [a, b] definiert. Ist " auch gleichmissig, oder sogar Lipschitz-
stetig?

4. Sei f € C([a,b]) stetigund f > 0. Beweisen Sie die Aquivalenz

b
/f(x)dx:O — f=0.

Belegen Sie anhand eines Beispiels, dass die Implikation ,,—=* nicht notwendiger-
weise gilt, wenn f lediglich Riemann-integrierbar (und nichtnegativ) ist.

Bitte wenden!



5. Seien f € C(]a,b]) stetigund g € R([a, b]) eine nichtnegative Riemann-integrierbare
Funktion.

a) Zeigen Sie, dass das Produkt fg¢ Riemann-integrierbar ist.

b) Beweisen Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Es gibt ein { € [a, b] mit
b b
[ 1@s@as = 1) [ gtz

¢) Bleibt die Aussage in b) giiltig, wenn man die Voraussetzung ,,g nichtnegativ*
fallen lasst?

6. Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Funktionen Riemann-integrierbar sind.

a) Die modifizierte Dirichlet-Funktion

%, T = § mit p, g € Ny teilerfremd,
0, a irrational.

flz[O,l]—>R,x»—>{

b) Die Gauf3-Abbildung

wobei |« den ganzzahligen Anteil einer reellen Zahl o € R bezeichnet (vgl.
Abschnitt 2.6.1 im Skript).

Siehe nachstes Blatt!



7. Multiple-Choice-Fragen (Mehrere Antworten konnen richtig sein!)

1. Sei n € N. Was ist der Wert des Integrals
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2. Seien a,b € Rmita < bund f: [a,b] — R eine Funktion. Positiv- und Negativ-
teil f* und f~ von f seien definiert wie in Abschnitt 4.3.2 des Skripts. Welche der
folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen?

(a) Ist f Riemann-integrierbar, so sind f*, f~ und | f| Riemann-integrierbar.

(b) Ist|f| Riemann-integrierbar, so sind /™, f~ und f Riemann-integrierbar.

(c¢) Sind zumindest zwei der Funktionen f, | f|, /T, f~ Riemann-integrierbar, so sind
alle dieser Funktionen Riemann-integrierbar.

3. Sind a,b,¢,d € Rmita < bund ¢ < d und sowohl f: [a,b] — [c,d] als auch
g: [¢,d] — R Riemann-integrierbar, so ist auch die Komposition g o f Riemann-
integrierbar.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



4. Seien a,b € Rmita < bund f € R([a,b]) Riemann-integrierbar. Welche der
folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen?

(a) Andert man den Wert von f in genau einem Punkt, so ist die erhaltene Funktion
f* auch Riemann-integrierbar und es gilt fab fdx = fab f*da.

(b) Andert man den Wert von f in endlich vielen Punkten, so ist die erhaltene Funk-

tion f* auch Riemann-integrierbar und es gilt ff fdx = fab f*da.

(c) Andert man den Wert von f in abzdhlbar vielen Punkten, so ist die erhaltene

Funktion f* auch Riemann-integrierbar und es gilt fab fdxr = f; f*da.

5. Seien a,b € Rmita < bund f,g € R([a,b]) Riemann-integrierbare Funktionen
mit [ f(t)dt < [ g(t) dt fiir alle z € [a, b]. Folgt hieraus f < g?

(a) Ja.
(b) Ja, falls f und g stetig sind.
(c) Ja,falls f und g stetig sind und f(a) = g(a).

(d) Keine der obigen Antworten ist richtig.

Siehe nachstes Blatt!



6. Seien a,b € Rmita < b, f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und U(f)
die Menge der Unstetigkeitsstellen von f. Welche der folgenden Aussagen gelten im
Allgemeinen?

(a) Ist U(f) endlich, so ist f Riemann-integrierbar.

(b) Besitzt die Menge U(f) hochstens einen Hiaufungspunkt, so ist f Riemann-
integrierbar.

(c) IstU(f) uberabzihlbar, so ist f nicht Riemann-integrierbar.

e Elektronische Erkldrung der Bereitschaft eine oder mehrere Aufgaben vorzuldsen: bis
Mittwoch, 8. November 2017, 11:00, unter http://tiny.cc/vorxn/.

e Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie ausge-
wihlt wurden: bis Mittwoch, 8. November 2017, 15:15, im Fach Ihres Ubungsleiters
im HG F 27, per E-Mail an Thren Ubungsleiter oder im Kolloquium.

e Online-Abgabe der Multiple-Choice-Fragen: bis Freitag, 10. November 2017, 8:00,
unter https://echo.ethz.ch/s/.



