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Ubungsblatt 8

1. Berechnen Sie den Grenzwert lim,, ,, a,, fiir die Folgen (a,,), gegeben durch
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2. Sei D C R, (ay), eine Cauchy-Folge in D und f: D — R gleichmissig stetig.
Zeigen Sie, dass dann auch (f(a,)), eine Cauchy-Folge ist. Belegen Sie anhand eines
Gegenbeispiels, dass dies fiir lediglich stetiges f nicht notwendigerweise gilt.

3. Sei a > 0. Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante C,, > 0, so dass
log(z) < Cpa®
fiir alle z > 0.

Fiir die Definition der Potenz z siehe Abschnitt 5.3.8 im Skript.

4. Sei (a,), eine konvergente Folge komplexer Zahlen. Zeigen Sie, dass dann auch die
Folge (b,,),, der Cesaro-Mittel gegeben durch

n
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konvergent ist und denselben Grenzwert wie (a,,), besitzt. Folgt aus der Konvergenz
der Cesaro-Mittel auch die Konvergenz der urspriinglichen Folge?

Bitte wenden!



5. a) Die Folge (x,), sei rekursiv definiert durch

1
r1:=1, x,.1:=14+4— (neN).
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Zeigen Sie, dass (z,,), konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst (22, ).
b) Die Folge (f,,), der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert durch
fi=0, fa:=1, forp=fo+fn (neEN).

Zeigen Sie, dass lim,, o, fni1/fn = g gilt, wobei g den Grenzwert aus Teilauf-
gabe a) bezeichnet.

6. a) Sei (a,), eine beschrinkte reelle Folge mit lim,, ,..(a,41 — a,) = 0. Setze
I := liminf, ,« a, und S := limsup,,_, . a,. Zeigen Sie, dass die Menge der
Hiufungspunkte von (a,,), genau das Intervall |1, S] ist.

b) Konstruieren Sie ein Beispiel einer Folge (a, ), wie in a) mit / = Qund S = 1.

Challenge. Die obere Dichte d(A) einer Teilmenge A C N ist definiert als

- 1
d(A) =limsup —|AN[L,n]| €[0,1].
n
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Existiert sogar der Grenzwert

1
d(A) = lim ~|AN[L,n]],

n—oo N,

so sagen wir, dass A Dichte d(A) besitzt.

a) Die Teilmenge A C N besitze positive Dichte. Zeigen Sie, dass es eine natiirliche
Zahl m € N gibt, so dass die Menge A N (A — m) positive obere Dichte hat.

b) Gilt der Schluss aus Teil a) auch, wenn man lediglich voraussetzt, dass A positive
obere Dichte hat?

Siehe nichstes Blatt!



7. Multiple-Choice-Fragen (Mehrere Antworten konnen richtig sein!)

1. Was ist der Wert von

1\" 1\"
lim (1 — —) + lim <1 - —2) ?
n—o00 n n—oo n

(a O
(b) 1/e
(c) 2/e

(d) Einer dieser Grenzwerte existiert nicht.

2. Sei (a,), eine Folge in R*. Welche der folgenden Aussagen gelten im Allgemei-
nen?

(@) Auslim, o a, € {00, —o0} folgt lim,, o 1/a, = 0.
(b) Istlim, ,, a, = 0, so folgt lim,, ,,, 1/a, € {00, —oc}.

(¢) Es giltlim,,_, |a,| = 0 genau dann wenn lim,, . 1/]a,| = cc.

3. Sei (ay,)n eine reelle Folge mit lim,, o = 1. Welche der folgenden Aussagen
gelten im Allgemeinen?

Ap41 -1

(a) lim

n—00  (y,

(b) lim (apy1 —a,) =1

n—oo

Bitte wenden!



4. Seien (a,),, und (b,), konvergente reelle Folgen mit Grenzwerten a respektive b.
Welche der folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen?

(a) Gilta, < b, fiir alle bis auf endlich viele n € N, so folgt a < b.
(b) Gilta, < b, fiir unendlich viele n € N, so folgt a < b.

(¢) Gilta, < b, firallen € N, so folgt a < b.

5. Es sei (ay,), eine beschrinkte reelle Folge mit der Eigenschaft, dass alle konvergen-
ten Teilfolgen (a,, ); von (a,,), denselben Grenzwert besitzen. Dann ist (a,, ),, konver-
gent.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

6. Seien (a,),, und (b, ), zwei beschrinkte reelle Folgen. Welche der folgenden Aus-
sagen iiber den Limes Superior sind im Allgemeinen korrekt?

(a) limsup,, .. (a,+ b,) = limsup,,_, a, + limsup,,_, b,
(b) limsup,_ . (a, + b,) <limsup,_, . a, + limsup,_, . b,
(c) Ist(b,), konvergent, so gilt limsup,,_, . (a,+b,) = limsup,,_,.. a,+1lim, . by,.

(d) Gibtesein N € Nmita, > 0 firn > N und gilt limsup,, , . a, = 0, so folgt
lim,,_o @, = 0.

(e) Gibt es eine Folge (ny); von Indizes mit a,, < b, fir alle k& € N, so folgt
limsup,,_, o, @, < limsup,,_,, by.

Siehe nachstes Blatt!



7. Welche der folgenden Aussagen iiber den Logarithmus sind korrekt?
(a) log ist eine bijektive Abbildung von R+ nach R+.

(b) log ist eine bijektive Abbildung von R+, nach R.

(c) log ist eine bijektive Abbildung von R nach R-.

(d) log(x +y) = log(x) + log(y) fur alle z,y > 0.

(e) log(x+y) = log(x)log(y) fir alle z,y > 0.

(f) Da log die Umkehrabbildung von exp ist und exp streng monoton wachsend ist,
ist log streng monoton fallend.

(g) Dalog die Umkehrabbildung von exp ist und exp streng monoton wachsend ist,
ist log streng monoton wachsend.

e Elektronische Erkldrung der Bereitschaft eine oder mehrere Aufgaben vorzuldsen: bis
Mittwoch, 15. November 2017, 11:00, unter http://tiny.cc/vorxn/.

e Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie ausge-
wihlt wurden: bis Mittwoch, 15. November 2017, 15:15, im Fach Ihres Ubungsleiters
im HG F 27, per E-Mail an Thren Ubungsleiter oder im Kolloquium.

e Online-Abgabe der Multiple-Choice-Fragen: bis Freitag, 17. November 2017, 8:00,
unter https://echo.ethz.ch/s/.



