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Mehrere Antworten kénnen richtig sein.

1. Seien A C R und zy € R. Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent zur
Aussage, dass xg ein Haufungspunkt von A ist?

(a) Ve>0TlacecA:0<]a—z0l <e

Es existieren sogar stets unendlich viele solche a € A, wenn zg ein Hédufungspunkt von
A ist.

(b) Ve>03dac A:0<]a—mg| <e
Dies ist die Definition eines Haufungspunkts von A (siche Definition 2.73 im Skript).
(¢) Feg>0Vee (0,60)Fac A:0<|a—zg| <ce

Es reicht, die Definition fiir beliebig kleine £ > 0 zu iiberpriifen. Denn dann gilt sie a

forteriori fiir jedes € > 0.
(d) Ve>13dae€e A:0<]a—m| <e

Es reicht nicht, die Definition nur fiir € > 1 zu iiberpriifen. (Ansonsten wiire z.B. 0 ein

Héufungspunkt von [1,2].)

2. Seien m,n € Ny mit m < n. Wie viele Summanden kommen in der Summe
n
> b @k VOI?

(a) n—m-—1
(b) n—m
(¢) n—m+1

Man betrachtet am besten ein Beispiel: Fiir m = 1 miissen es n Summanden
sein, und dies ist nur mit einer der Antwortmoglichkeiten konsistent. (Formal
wiirde man die Antwort natiirlich mit Induktion beweisen.)



3. Seien m,n € Ny mit m < n. Welche der folgenden Ausdriicke stimmen stets
mit der Summe Y ;_  ay iiberein?

(a) Z?:m Am+n—i
(b) Z;L;lrn An41—j
(c) ZZ;(:” Am+k

(d) X" an

Die korrekten Antworten entstehen aus der gegebenen Summe durch Umbenen-
nen des Summationsindex, Indexverschiebungen und Umkehrungen der Summa-
tionsreihenfolge. In der Praxis iiberlegt man sich meist einfach, ob in der neuen
Summe dieselben Zahlen als Index auftreten wie in der alten Summe: z.B. lau-
fen die Indizes in (a) von m +n —m = n (fir i = m) bis m +n —n = m (fir
¢ = n). Dies sind dieselben Indizes wie in der Ausgangssumme (nur in anderer
Reihenfolge). In (b) hingegen laufen die Indizes von n+1—1 =n (fir j = 1)
bisn+1—(n—m)=m+1 (fir j =n—m). Es fehlt in also der Summand ay,.



4. In der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

n n
Dok <D lai]
k=1 k=1

fiir n komplexe Zahlen aq,...,a, € C gilt Gleichheit genau dann wenn die
Summanden a1, ..., ay...
(a) ...alle dasselbe Vorzeichen haben.

Dies wére das korrekte Kriterium in R.
(b) ...iber R linear abhingig sind.

Gegenbeispiel: n = 2, z =1, a1 = 1, ag = —1. Dann sind a1, az linear abhéngig iiber
R aber |a1 + a2| =0 < 2 = |a1] + |az|.

(c) ...auf einer Geraden Rz := {rz | r € R} mit z € C* liegen.
Es funktioniert dasselbe Gegenbeispiel wie in (b).
(d) ...auf einem Strahl R>z := {rz | r € Ry} mit z € C* liegen.

Liegen ay,...,a, auf dem Strahl R>¢z, z € C*, so ist jedes ax, 1 < k < n, von
der Form aj, = rz mit r; € R>o. Dann gilt

_ (Z) 4 =ZI

Dies zeigt, dass das Kriterium hinreichend ist. Dass es auch notwendig ist, ergibt
sich fiir n = 2 aus einer Analyse, wann im Beweis der Dreiecksungleichung
(siehe Abschnitt 2.4.3 im Skript) Gleichheit eintritt. Die Verallgemeinerung auf
beliebige n > 2 erfolgt dann mittels Induktion.

n

S

k=1




5. Welche der folgenden Zahlen sind algebraisch? (Vgl. Abschnitt 3.2.3 im
Skript.)

(a) 21:1+ﬂ

21 ist z.B. Nullstelle des Polynoms f; = (T — 1)? — 2 € Q[T].

(b) 22:\/14—\@

29 ist z.B. Nullstelle des Polynoms fo = (T2 — 1)? — 2 € Q[T].

() zz=i+V1+2

23 ist z.B. Nullstelle des Polynoms f3 = T® +4T% 4+ 3272 + 4 € QI[T7.
Die algebraischen Zahlen bilden einen Unterkorper von C, daher ist jede Zahl,
die man unter Verwendung der Kérperoperationen aus algebraischen Zahlen ge-
winnen kann, selbst algebraisch. Wie Sie vielleicht festgestellt haben, ist das
Angeben eines Polynoms, das die resultierende algebraische Zahl als Nullstelle
hat, aber nicht immer einfach. Noch schwieriger ist der Nachweis der Transzen-

denz von Zahlen. Klassische Beispiele sind die Kreiszahl m und die Eulersche
Zahl e, die demniichst formell eingefiihrt werden.

6. Seien k,n € N mit k < n. Welche der folgenden Formeln gelten stets?
1 -1
(@) () =)+ G
Die korrekte Formel lautet ("zl) =)+ G )

k
() () === (1)
Es gilt

n—k+1 n n—k+1 n! n! n
k (k—l) Tk Gk-Din—k+D! K-k (k>
© Yo =2

Die linke Seite entspricht dem binomischen Lehrsatz nach genau (1 + 1)".

(d) o= (}) =2

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt Z?:o(_l)j (;L) =1+ (=1)*=0.

7. Sei X ={(—-1)"+1/n| n € N}. Was ist die Menge der Haufungspunkte von
X7
(@) {1}
(b) {-1}
(© {(-1)m}

Dies ist ohne Spezifikation, was n ist, keine wohldefinierte Menge.
(@) {+1}
(e) X

Sowohl {1/n | n gerade} als auch {1/n | n ungerade} haben nach dem Archime-
dischen Prinzip 0 als Infimum. Daher sind +1 Haufungspunkte. Im Komplement
jeder offenen Menge, die {£1} enthiilt, liegen weiters nur endlich viele Punkte
von X. Daher gibt es keine weiteren Haufungspunkte.



