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Serie 3

Aufgabe 1

Es sei D

n

die Diedergruppe der Ordnung 2n.

(i) Zeigen Sie, dass D

n

von zwei Spiegelungen erzeugt werden kann.

(ii) Zeigen Sie, dass D

n

von einer Spiegelung und einer Drehung erzeugt wer-

den kann.

(iii) Warum kann D

n

niht von einem einzelnen Element erzeugt sein?

Lösung

Nah Aufgabe 2.4 besteht die Diedergruppe D

n

aus der Identität sowie n � 1

Drehungen und n Spiegelungen. Wir shreiben D

n

= fr

1

; : : : ; r

n

; s

1

; : : : ; s

n

g,

wobei r

k

(k 2 f1; : : : ; ng) die Drehung um den Shwerpunkt um den Winkel

2�k=n bezeihnet. Insbesondere ist r

n

die Identität. Die Spiegelungen s

k

seien

so gewählt, dass für jedes k 2 f1; : : : ; n� 1g die Ahse von s

k

mit der von s

k+1

einen positiven Winkel von 2�=2n bildet.

b

b

b

s

1

s

2

s

3

(i) Betrahte die aufeinanderfolgenden Spiegelungen s

1

und s

2

, deren Ahsen

den positiven Winkel 2�=2n einshlieÿen. Dann gilt s

2

Æ s

1

= r

1

. Die von

s

1

und s

2

erzeugte Untergruppe von D

n

enthält damit alle Drehungen

r

k

= r

k

1

(k 2 f1; : : : ; ng). Da auÿerdem s

k+2

= r

1

s

k

r

�1

1

gilt, erhalten wir

iterativ alle Spiegelungen.

(ii) Wir wählen r

1

und s

1

. Wie oben enthält die von r

1

und s

1

erzeugte Un-

tergruppe von D

n

alle Drehungen r

k

= r

k

1

(k 2 f1; : : : ; ng) sowie die

Spiegelungen mit ungeradem Index. Da auÿerdem s

2

= s

1

Æ r

n�1

, erhalten

wir ebenfalls alle Spiegelungen mit geradem Index.

(iii) Es sei g ein Element von D

n

. Wenn g die Identität ist, so erzeugt g die

triviale Untergruppe. Falls g eine niht-triviale Drehung ist, so erzeugt

g eine Untergruppe der Gruppe der Drehungen. Shlieÿlih, wenn g eine

Spiegelung ist, so erzeugt g die Untergruppe fid; gg. In keinem Fall stimmt

die von g erzeugte Untergruppe mit ganz D

n

überein.

Aufgabe 2

Es sei G eine Gruppe und g 2 G. Wir sagen, dass g Ordnung m hat, und

shreiben ord(g) = m, falls g

m

= 1 und g

k

6= 1 für alle 0 < k < m. Falls g

m

6= 1

für alle m > 0, so sagen wir, dass g unendlihe Ordnung hat.

Zeigen Sie, dass jedes Element einer endlihen Gruppe endlihe Ordnung hat.
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Lösung

Es sei G eine endlihe Gruppe und g 2 G. Weiterhin sei n := jGj. Betrahte

die Menge P := fg

m

j 0 � m � n + 1g. Nah dem Shubfahprinzip stimmen

mindestens zwei Elemente von P überein, etwa g

i

= g

j

für i; j 2 f0; : : : ; n+ 1g

mit i 6= j. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei j > i. Dann gilt nah der

Kürzungsregel g

j�i

= 1

G

und j � i > 0, d.h., g hat endlihe Ordnung.

Aufgabe 3

Es sei D

n

die Diedergruppe der Ordnung 2n.

(i) Bestimmen Sie alle Untergruppen von D

4

.

(ii) Wie viele Homomorphismen gibt es zwishen D

4

und C

2

= f0; 1g?

Hinweis: Der Kern eines Homomorphismus ist stets eine Untergruppe.

(iii)

�

Wie viele zu D

4

isomorphe Untergruppen von Sym(W ) können Sie �nden?

Lösung

Wie in Aufgabe 1, shreiben wir D

4

= fr

1

; r

2

; r

3

; r

4

; s

1

; s

2

; s

3

; s

4

g.

(i) Jede Untergruppe einer Gruppe ist von ihren Elementen erzeugt. Wir

bestimmen zunähst alle Untergruppen von D

4

, die von einem einzelnen

Element erzeugt werden.

fr

1

; r

2

; r

3

; r

4

g

fr

4

; s

1

g fr

4

; s

3

g fr

4

; r

2

g fr

4

; s

2

g fr

4

; s

4

g

fr

4

g

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

Durh Hinzufügen weiterer Elemente und Argumentation wie in Aufgabe

1 erhalten wir in einem zweiten Shritt die restlihen Untergruppen.

D
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fr
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(ii) Es sei ' : D

4

! C

2

ein Homomorphismus. Entweder '(D

4

) = f0g, und '

ist der triviale Homomorphismus, der jedes Element vonD

4

auf 0 2 C

2

ab-

bildet, oder '(D

4

) = C

2

. In diesem Fall muss der Kern eine Untergruppe

der Ordnung 4 von D

4

sein. Jede der drei Untergruppen der Ordnung 4

aus Teil (i) tritt auh tatsählih als Kern auf: Man prüfe jeweils, dass

die Abbildung der restlihen Elemente auf 1 2 C

2

jeweils einen Homomor-

phismus liefert.

(iii) Wir erläutern hier zwei Wege, eine zu D

4

isomorphe Untergruppe von

Sym(W ) zu bestimmen.

Jedes der drei Paare paralleler Seiten�ähen liefert eine zu D

4

isomorphe

Untergruppe, wenn man nur die Drehungen um die Ahse durh die Shw-

erpunkte dieser Seite�ähen und die Spiegelungen an Symmetrieebenen

orthogonal zu diesen Seite�ähen berüksihtigt.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass ein reguläres Tetraeder T dem Wür-

fel so einbeshrieben werden kann, dass Isometrien des W�¼rfels Isome-

trien des Tetraeders induzieren. Die Isometriegruppe des letzteren ist iso-

morph zu S

4

nah Aufgabe 2.3. Beshriftet man die Eken eines regulären

Viereks mit den Zahlen f1; 2; 3; 4g, so kann die Symmetriegruppe D

4

des-

selben als Untergruppe von S

4

�

=

Sym(T ) � Sym(W ) aufgefasst werden.

Aufgabe 4

Es bezeihne D das Dodekaeder und I das Ikosaeder. Argumentieren Sie, dass

Sym(I) und Sym(D) isomorph sind.

Hinweis: Die auf der Website verlinkten Videos können hilfreih sein.

Lösung

Wie in den Videos illustriert wird, bilden die Seiten�ähenshwerpunkte des

Dodekaeders ein Ikosaeder und umgekehrt. In solhen einbeshriebenen Situa-

tionen ist ersihtlih, dass jede Symmetrie des Dodekaders auh eine Symmetrie

des Ikosaeders ist und umgekehrt. Die Symmetriegruppen sind also isomorph.

Aufgabe 5 � Wahr oder Falsh

Es sei G eine Gruppe und g; h 2 G.

(i) Aus g

2

= h

2

folgt g = h.

(ii) Es sei n > 0. Aus h

n

= 1 folgt (ghg

�1

)

n

= 1.

(iii) Für jedes n > 0 besitzt die Gleihung x

n

= g eine Lösung für x 2 G.

(iv) Die Gleihung g

�1

xg = h besitzt genau eine Lösung x 2 G.

Lösung

(i) Falsh. In der Gruppe (Z

2

;+) = (f0; 1g;+) gilt 0 + 0 = 1 + 1 aber 0 6= 1.

(ii) Wahr. Berehne (ghg

�1

)

n

0:001 = ghg

�1

ghg

�1

� � � ghg

�1

= gh

n

g

�1

=

gg

�1

=1.
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(iii) Falsh. In der Gruppe (Z;+) ist die Menge nZ der n-ten Potenzen für

n > 1 eine ehte Teilmenge.

(iv) Wahr. Das Element x := ghg

�1

2 G löst die Gleihung. Falls ein beliebiges

Element x 2 G die Gleihung löst, so ergibt sih durh Umformen mithilfe

der Kürzungsregel: x = ghg

�1

.

Aufgabe 6 � Wahr oder Falsh

Es sei G eine niht-triviale Gruppe.

(i) Die Gruppe G hat mindestens zwei vershiedene Untergruppen.

(ii) Sind H

1

; H

2

Untergruppen von G, so auh H

1

\H

2

.

(ii) Sind H

1

; H

2

Untergruppen von G, so auh H

1

[H

2

.

Lösung

(i) Wahr. Da G niht-trivial ist, sind die Untergruppen f1

G

g und G von G

vershieden.

(ii) Wahr. DaH

1

undH

2

Untergruppen vonG sind, gilt 1

G

2 H

1

und 1

G

2H

2

,

also 1

G

2 H

1

\H

2

. Sind h; h

0

2 H

1

\H

2

, so auh h; h

0

2 H

1

und h; h

0

2 H

2

.

Da H

1

und H

2

Untergruppen von G sind, folgern wir h Æ h

0

2 H

1

und

h Æ h

0

2 H

2

, also h Æ h

0

2 H

1

\ H

2

. Ein analoges Argument zeigt, dass

H

1

\H

2

Inverse enthält.

(iii) Falsh. Es sei G := (Z

6

;+), H

1

= f0; 2; 4g und H

2

:= f0; 3g. Dann ist

H

1

[H

2

= f0; 2; 3; 4g niht abgeshlossen. Zum Beispiel ist 2+3 = 5 niht

in H

1

[H

2

enthalten aber 2; 3 2 H

1

[H

2

.

Aufgabe 7*

Gibt es unter den vier Gruppen (Z;+), (Q;+), (Q

�

; �), (Q

>0

; �) zwei, die zueinan-

der isomorph sind?

Lösung

Wir zeigen, dass die Gruppen paarweise niht isomorph sind, indem wir Eigen-

shaften von Gruppen benutzen, die unter einem Isomorphismus erhalten bleiben.

Zum Beispiel ist die Gruppe (Z;+) ist von einem einzelnen Element erzeugt.

Dies tri�t aber auf keine der anderen drei Gruppen zu. Es sei nun G eine der

restlihen drei Gruppen und a 2 G. Für ein Element a 2 G betrahten wir die

Gleihung x

2

= a. Es gilt:

(i) In (Q;+) hat die Gleihung genau eine Lösung, nämlih a=2.

(ii) In (Q

�

; �) existieren genau die zwei Lösungen x = �

p

a, falls a > 0 und

p

a rational ist; und keine Lösung andernfalls.

(iii) In (Q

>0

; �) existiert genau eine Lösung x =

p

a, falls a > 0 und

p

a

rational ist; und keine Lösung andernfalls.

Weil das Lösungsverhalten der Gleihung x

2

= a für isomorphe Gruppen das

gleihe ist, sind diese Gruppen paarweise niht isomorph.
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