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Serie 5

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Ordnung der Symmetriegrupppe des n-dimensionalen Ein-
heitskubus.

Losung

Der n-dimensionale Einheitskubus W,, hat 2" Ecken, ndmlich
E={v=(v,...,v,) e R"|Vie{l,...,n}: v; € {£1}}.

An jede Ecke v liegen n Kanten an: Die benachbarten Ecken von v € E er-
hiilt man durch Anderung genau eines Vorzeichens in v. Eine Symmetrie von
Wy, ist durch ihr Bild auf einer Ecke und ihrer anliegenden Kanten bestimmt.
Umgekehrt ldsst sich jede Ecke und Kantenpermutation durch eine Symmetrie
realisieren, sodass | Sym(W,,)| = 2" - nl.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Ordnung der Symmetriegruppe Sym(D) des Dodekaeders D,
indem sie einen Punkt in D finden, dessen Stabilisator in Sym(D) trivial ist.

Losung

Es sei F' eine Seitenfliche des Dodekaeders D und p € F ein Punkt, der auf
keiner Symmetrieachse des regulidren Fiinfecks F' liegt. Dann ist der Stabilisator
von p in Sym(D) trivial: Eine Symmetrie, die p fixiert, muss F' auf sich selbst
abbilden und induziert damit eine Symmetrie von F'. Die einzige Symmetrie von
F, die p fixiert ist aber die Identitdt. Damit fixiert die urspriingliche Symmetrie
von D eine Seitenfliche und ist somit trivial. Wir bestimmen die Ordnung von
Sym(D) nun anhand der Bahnformel

| Sym(D)| = | OrbitSym(D) (p)| . | Sta‘bSym(D) (p)| = | OrbitSym(D) (p)|

Jede Symmetrie der reguldr fiinfeckigen Seitenfliche F', d.h. jedes Element von
Ds5, wird durch eine Symmetrie von ganz D realisiert. Umgekehrt induziert jede
Symmetrie von D, die F' erhélt eine Symmetrie von F. Der Orbit von p unter
Sym(D) innerhalb von F' besteht also aus 10 Punkten. Da F' auf eine beliebige
andere der 12 Seitenfliche von D abgebildet werden kann ergeben sich insgesamt
12 -10 = 120 Punkte im Orbit von p, also | Sym(D)| = 120.

Aufgabe 3

Es sei G eine Gruppe. Zwei Untergruppen H; und Hs von G heifien konjugiert,
geschrieben H; ~ Ho, falls a ' Hya = H, fiir ein a € G.

(i) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf der Kollektion der Unter-
gruppen von G ist.

Die Aquivalenzklasse von H < G, geschrieben [H], heift Konjugationsklasse
von H in G.
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(ii) Essei X eine Menge und G x X — X eine Gruppenoperation von G auf X.
Zeigen Sie: Falls z,y im gleichen Orbit sind, dann sind ihre Stabilisatoren
G, und G konjugiert.

Die Konjugationsklasse [G,] ist der Orbittyp von z € X.

(iii) Zeigen Sie, dass jedes Element von [G,] der Stabilisator in G eines Ele-
ments des Orbits von z ist.

Losung

(i) Es sei Hy eine Untergruppe von G. Dann ist H; zu sich selbst konjugiert,
da e”'Hie = H; fiir die Identitéit e € G. Also ist Konjugiertheit reflexiv.
Ist Hs eine weitere Untergruppe von G, die konjugiert zu H; ist, so gilt
a 'Hia = Hs fiir ein a € G. Damit ist auch (a ') 'Hya ! = H;. Also
ist Konjugiertheit eine symmetrische Relation. Es sei nun Hj eine weitere
Untergruppe von G. Falls H; zu H, konjugiert ist, etwa a 'Hia = H>,
und H, zu Hi, etwa b~' Hyb = Hy, so ist auch H; zu Hs konjugiert: Es
gilt néimlich (ab)~'H;(ab) = H3 nach Substitution von Hs in der zweiten
mithilfe der ersten Gleichung.

(ii) Falls 2,y € X im selben Orbit unter der Operation von G auf X liegen, so
exisiert ein g € G mit gz = y. Wir zeigen: G, = g~ ' G, g. Einerseits haben
wir G, 2 g 'G,g, da fiir alle h € G,, gilt: g 'hg -z =g 'h-(g-z) =
g th-y=g'-(h-y) = g~! -y = z. Anderseits gilt durch Vertauschen
der Rollen von z und y auch G, D gG,g~" und damit ¢='G,g D G,.

(iii) Es sei H € [G,], etwa g7'G,g9 = H. Wir zeigen: H = G,-1,, wobei
g~ 'z per Definition im Orbit von z € X liegt. Diese Behauptung folgt
unmittelbar aus dem Beweis von Teil (ii).

Aufgabe 4
Es bezeichne W den Wiirfel und Sym (1) seine Symmetriegruppe

(i) Bestimmen Sie alle Orbittypen der Operation von Sym (W) auf W.

(ii) Zeichnen Sie einen Orbit jeden Typs aus Teil (i).

(iii) Bestimmen Sie den Stabilisator eines Punktes aus jedem Orbit in Teil (ii).

)
)
)
(iv) Gibt es eine Untergruppe von Sym(W), die nicht gleich dem Stabilisator
in Sym (W) eines Punktes von W ist?

Losung

Wir betrachten in dieser Losung den Wiirfel als Flache ohne sein Inneres.

(i) Je zwei Punkte in W, die im selben Orbit unter der Operation von Sym (/)
liegen haben denselben Orbittyp geméfs Teil (ii) von Aufgabe 3. Wir bes-
timmen daher zunéchst eine Menge von Reprisentanten fiir die Orbits,
d.h. eine Teilmenge von W, die einen Punkt jeden Orbits entdlt und, so-
dass keine zwei Punkte aus dieser Menge im selben Orbit liegen. Jeder
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(i)

(iii)

Orbit enthélt einen Représentanten in einer gegebenen Seitenfliche Fp
von W, da Sym(W) eine gegebene Seitenfliche auf eine beliebige andere
abbilden kann. Innerhalb dieser Seitenfliche geniigt es das unten gezeich-
nete Achtel A zu betrachten, dank der Operation von Dy < Sym(W), die
diese Seitenfliche erhilt.

%

L

Mithilfe von Teil (ii) und (iii) ergibt sich die nebenstehende Farbkodierung
von A nach Orbittyp.

Der Orbit des roten Eckpunktes von A besteht aus allen 6 Seiten-
flaichenmittelpunkten von W.

Der Orbit des griinen Eckpunktes von A besteht aus allen 8 Eck-
punkten von W.

Der Orbit des blauen Eckpunktes von A besteht aus allen 12 Kan-
tenmittelpunkten von W.

Der Orbit eines Punktes von einer der gelben oder der orangenen
Seite besteht aus 24 Punkten, einer fiir jedes Bild der jeweiligen Seite
unter den Symmetrien von .

Der Orbit eines Punktes aus dem Inneren von A besteht aus 6 - 8
Punkten, einer fiir jedes Bild von A unter einer Symmetrie von W.

Der Stabilisator des roten Eckpunktes enthilt die zu D4 isomorphe
Untergruppe von Sym(W), die Fy erhéilt. Da |D4| = 8 und, da das
Bild des roten Eckpunkts aus sechs Punkten besteht, folgt wegen

|Sym(W)| = |Ol"bitsym(w) (0)| . |Stabsym(W) (0)|
dass Stabgym(w)(®) = Dy.
Mit einem Zéhlargument wie oben erhalten wir Stabgymw)(®) = Ss,

die Untergruppe von Sym(W), die den griinen Punkt fixiert und die
anliegenden Kanten permutiert.

Es gilt Stabgymw)(e) = C2 x Cs, denn der Stabilisator besteht aus
den Spiegelungen an den beiden Symmetrieebenen von W, die durch
p verlaufen.

Der Stabilisator eines Punktes von einer der gelben oder der organ-
genen Seite hat Ordnung 2, denn er wird von der Spiegelung an der
Symmetrieebene von W durch die entsprechende Seite erzeugt. Die
beiden gelben Seiten haben den gleichen Orbittyp: Das gelbe Kan-
tensegment kann etwa durch eine Symmetrie von W etwa auf ein
Kantensegment abgebildet werden, dass in der Symmetrieebene des
gelben Seitenflichendiagonalsegments liegt. Allerdings wird keiner
der Punkte des orangenen Segments durch eine Symmetrie auf einen
Punkt in dieser Ebene abgebildet. Daher haben diese Punkte einen
anderen Orbittyp.



ETH Ziirich D-MATH Geometrie
Prof. Dr. Tom Ilmanen Stephan Tornier December 4, 2017

— Der Stabilisator eines Punktes aus dem Inneren von A ist trivial,
dhnlich zu Aufgabe 2.

(iv) Ja. Es sei p der Mittelpunkt einer Seitenfliche F', etwa e, und s die Sym-
metrieachse von W orthogonal zu p. Betrachte die Untergruppe H der
Ordnung 4 von Sym(W), die von der Rotation 7 um s um 90° erzeugt wird:
H = {r,r2,r3 r* = id}. Die einzigen Fixpunkte von H in W sind p und der
Mittelpunkt der F' gegeniiberliegenden Seitenfliche. Der Stabilisator von p
in Sym(W) enthélt aber zusétzlich die Spiegelungen an den Symmetrieebe-
nen durch p orthogonal zu F. In der Tat gilt Stabgymw)(p) = Dy > H.
Also ist H nicht gleich dem Stabilisator eines Punktes in W.



