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Musterlésung zu Ubungsblatt 2

Aufgabe 1. Welche dieser Funktionen konnen Realteil einer analytischen Funktion sein?
Gib diese gegebenenfalls an:
(i) u(z,y) =23 — 3zy* + 1
(i) u(z,y) = e”sin(y)
(ili) u(z,y) = e”sinh(y)
Losung. (i) Um den Realteil einer potentiellen analytischen Funktion f = u + vi

zu finden mit u(z,y) = 2* — 3xy? + 1, wollen wir die Cauchy-Riemann Diffe-
rentialgleichungen verwenden. In der Tat wissen wir dann tiber die Funktion v,

dass
@——@—Gx
oxr Oy v
v Ou _ , 9
8y_8x_3 3

Nehmen wir die untere Gleichung und integrieren nach y so ergibt sich
v =32’y —y’ + g(x)

fir eine differenzierbare Funktion g : R — R. Um auch g zu bestimmen, setzen
wir nun in die erste Gleichung ein und erhalten

0
a—; = 6xy + ¢ () < 6ay.

Also muss ¢'(x) = 0 sein und damit g(z) = ¢ eine Konstante. Dann aber erfiillt das
v oben die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Also sind haben genau
die Funktionen

flx+iy) =2 = 3zy® + 1+ B2%y —y* +¢)i = (v +iy)> + 1+ ci

die Eigenschaft Re(f) = .
(ii) Analog wie oben sehen wir

ov ou -

or "oy = —e“cos(y),
ov Ou .

aiy = % =€ Sln(y).

Wir erhalten v(z,y) = —e” cos(y) + ¢g(z) und durch Einsetzen ¢'(z) = 0. Damit
ergibt sich also

f(z +yi) = e sin(y) — e cos(y)i + ci = —ie*™™ + ci.



(iii) Laut Vorlesung muss der Realteil einer analytischen Funktion harmonisch sein.
Hier gilt aber:
Pu  *u
0x? * 0y?
Also verschwindet Awu auf keiner offenen Teilmenge von C und damit gibt keine
Funktion f, die analytisch auf einer offenen Teilmenge von C ist mit Re(f) = w.

= e”sinh(y) + e®sinh(y) # 0.

Aufgabe 2.
(i) Leiten Sie die Polarform der Cauchy-Riemann Gleichungen her:

ou 10v ou ov

o roe 06 or
(ii) Uberpriifen Sie, dass fiir jede ganze Zahl m die Funktionen
u(re®) == 1™ cos(mb), wv(re?) =™ sin(mh)
die Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillen.

Losung. (i) Im Folgenden schreiben wir der Ubersichtlichkeit halber ¢, statt d¢/0x
fiir die Ableitung einer Funktion ¢ nach einer Variablen z. Wir haben u(zx,y) =
u(rcosd, rsind) und v(z,y) = v(rcosd, rsind). Dann gilt nach dem Kettenregel

far w:
u. \ [ cos? sin 9 .
ug )\ —rsind rcosd uy |-
vy \ [ cosv sin 9 Uy
vy |\ —rsind rcosd vy )

Wir invertieren die Matrix und bekommen:
. cost) —Lisind Uy Uy cost) —Lisind Uy

= " 1T und = . 1" .
Uy sing - cosd Uy Uy sind - cosd Uy

Aus diesen Gleichungen und den Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen,
namlich

Analog gilt fir v:

Uy = Vy, Uy = —Uy

folgt, dass:

1 1
cos Yu, — —sin Vuy = u, = v, = sinvv, + —cos vy (I);
r r

1 1
sinYu, + — cosVuy = uy = —v, = —cosVv, + —sindvy  (I1).
r r

Wenn man (I) mit —rsind und (/7) mit r cos ¥ multipliziert und die Resultate
addiert, erhalt man
Uy = —TU,.



Multipliziert man andererseits (1) mit cos? und (/1) mit sin? und addiert man

die Resultate, so erhalt man
1

Uyp = —Vy.
r
Diese sind die gesuchten Differenzialgleichungen. Es lasst sich nach Einsetzen in
die Gleichungen oben tiberpriifen, dass die Cauchy-Riemannschen Differenzialglei-
chungen in Normalform aus ihnen folgen.
(ii) Wir bestimmen zuerst die partielle Ableitungen von u und v nach r und ¥:

g:f = mr™ ! cos(mdd), gg = —mr™ sin(md),
ng = mr™ sin(md)), g:; = mr™ cos(md}).
Dann sind
g;f = mr™ ! cos(md)) = imrm cos(md) = 71"211;’ und
gg = —mr™sin(md) = —r (mrm_l sin(mﬁ)) = —Tg:j.

Aufgabe 3. Sei U C C offen. Eine stiickweise differenzierbare Kurve in U von p € U
nach ¢ € U in U ist eine stetige Abbildung ¢ : [0, 1] — U mit ¢(0) = p, ¢(1) = ¢, so
dasses 0 =ty <ty <...<t, =1 gibt derart, dass ¢
1=1,...,n.
(i) Ist ¢ eine stiickweise differenzierbare Kurve von p € U nach ¢ € U und ¥ eine
solche Kurve von ¢ nach r € U, dann ist

(t:i1,t;) differenzierbar ist fiir alle

2t 0<t<1/2
vroi 01 U {020 0STE
p(2t—-1) 1/2<t<1
eine stiickweise differenzierbare Kurve in U von p nach r.
(ii) Die Relation ~ auf U definiert fiir p,q € U durch

p ~ q <= Es existiert eine stiickweise differenzierbare Kurve von p nach ¢

ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind offene Teilmengen von U.
(iii) Folgere: Ist U zusammenhéngend, dann konnen je zwei Punkte in U durch eine
stiickweise differenzierbare Kurve verbunden werden.
Erinnerung: U C R" zusammenhangend, falls fiir alle A, B C R" offen und
disjunkt mit U C AU B folgt ANU = () oder BNU = (.
(iv) Schliesse, dass fiir eine offene, zusammenhéangende Menge U C C jede analytische
Funktion f : U — C mit f’ = 0 konstant ist.



Losung. (i) Die Abbildungen [0,1/2] “—210,1] und [1/2,1] “—2=L [0, 1] sind

(iii)

(iv)

differenzierbar und insbesondere stetig. Dies impliziert sofort, dass die Abbildung
¢ auf [0,1/2] U ]1/2,1] stetig ist, denn hier stimmt sie mit der Komposition der
obigen Abbildungen und den Funktionen ¢ und ¢ iiberein. Fiir die Stetigkeit bei
1/2 tiberlegt man sich, dass der links- und rechtsseitige Grenzwert existieren und
gleich sind:
li t) = li t)y=q=li t)y= 1l t).

im0 0)(t) = lim, 6(t) = ¢ = lim (1) = lim (1 *¢)(t)
Sind schliesslich 0 = tg < t; < ... < t, = 1 die Grenzen zwischen denen ¢
differenzierbar ist und 0 = sy < s7 < ... < s, = 1 die Grenzen fiir ¢, dann kann
man fiir ¢ * ¢ die Grenzen

0=10/2<t1/2<...<t,/2=1/2=150/241/2 < 51/241/2 < ... < $,/2+1/2 =

wahlen.
Es gilt fir p,q,r € U:

e p ~ p: der konstante Weg ¢(t) = p verbindet p mit sich selbst,

e p~q = ¢~ p:geht ¢ von p nach ¢, dann geht ¢ o (t — 1 —¢) von ¢ nach

b,
e p~gq,q~1r = p~r:ist ¢ ein Weg von p nach ¢ und ¢ ein Weg von ¢
nach r, dann ist laut dem ersten Aufgabenteil ¢ % ¢ ein Weg von p nach r.
Damit ist ~ eine Aquivalenzrelation. Um zu zeigen, dass Aquivalenzklassen von
~ offen sind, miissen wir beweisen, dass fiir jedes p € U ein r > 0 existiert, so
dass B.(p) C [p] = {qg € U : g ~ p} gilt. Da U offen ist finden wir zunéchst ein
r > 0 so dass B,.(p) C U. Aber fiir jedes ¢ € B,(p) ist der Pfad ¢(t) =tq+ (1 —t)p
differenzierbar, vollstdndig in B, (p), also auch in U enthalten und verbindet p mit
q. Also q ~ p.
Gébe es zwei Punkte p,q € U, die nicht durch eine stiickweise differenzierbare
Kurve verbunden werden konnen, gibe es mehr als eine Aquivalenzklasse fiir die
Relation ~. Wéhle A = [p| und B = U \ A, dann ist A eine offene Menge nach dem
letzten Aufgabenteil, B ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen von ~ die nicht
[p] sind. Da alle diese Aquivalenzklassen offen sind, ist auch B offen und natiirlich
bilden A, B eine disjunkte offene Uberdeckung von U mit p € A, ¢ € B. Dies ist
ein Widerspruch dazu, dass U zusammenhéngend sein soll.
Sei f : U — C analytisch mit f/ = 0 auf einer zusammenhéangenden offenen
Menge U C C. Es geniigt zu zeigen, dass fiir Punkte p,q € U gilt f(p) = f(q).
Laut dem vorigen Aufgabenteil konnen wir eine stiickweise differenzierbare Kurve
¢ :[0,1] — U finden mit ¢(0) = p, (1) = q. Sei ¢ differenzierbar ausserhalb
der Stellen 0 =ty < t; < ... < t, = 1, dann gilt nach der Kettenregel aus der
Vorlesung:
(f 0 6)() = F(6(1)&/ () = 0

fir t € [0,1] ~{to,t1,...,t,}, also ist fo¢ gleich einer Konstante z; auf dem offenen
Intervall |t;,_q,¢;[ fiir i = 1,...,n. Da aber f o ¢ auch stetig ist folgt

%= tﬂef(f 0@)(t) = (fod)(ti) = tinh(f 0 )(t) = zit1,



firi=1,...,n— 1. Also sind alle z; konstant gleich z und wiederum mit Stetigkeit
folgt

Fp) = F(6(0) = lim (Foo)(t)=2= lim (fod)(t) = F(6(1) = f(a).
Aufgabe 4. Reelle Funktionen g: R — R stellen wir uns tiblicherweise als Graphen
{(z,g(x)} C R x R vor. Bei einer komplexen Funktion wéare dieser Graph aber eine
Teilmenge des vierdimensionalen Raums C2. Deshalb miissen wir uns anders behelfen.
Verschiedene Methoden eine komplexe Funktion f: C — C,w = f(z) darzustellen
waren:

(i) Man stellt sich die Funktion f als Verformung der Zahlenebene f vor. Um diese
zu zeichnen, betrachtet man die Bilder der Gitternetze Re z = konstant, Im z =
konstant oder des Polarkoordinatennetzes r = konstant, ¢ = konstant.

(ii) Man zeichnet ein “Hohenlinienbild” von f, das heisst, man zeichnet die Urbilder
der Gitternetze Re w = konstant, Im w = konstant.

(iii) Man zeichnet den (dreidimensionalen) Graphen der Funktion |f|.
Fiihre diese Methoden fiir f(z) = 2* durch. Aus der Vorlesung wissen wir, dass f
analytisch, also eine konforme Abbildung ist. Wo an deinen Zeichnungen kann man das
auch erkennen?

Losung. Eine gute Moglichkeit, die obigen Darstellungen mithilfe eines Computers
durchzufiihren ist die offene Software SAGE (siehe http://www.sagemath.org/), doch
auch andere Programme wie Maple oder Mathematica konnen dazu verwendet werden.
Um f(z) = 2* hiermit darzustellen, berechnen wir zunéchst die Zerlegung f(z + iy) =
u(z,y) +iv(x,y). Hier gilt:

(x + iy)® = (;E3 — 329?) + i(32%y — y3).

Um z.B. die Bilder der Linien Im 2z = konstant = ¢ zu bestimmen, setzen wir also y = ¢
und stellen die parametrisierte Kurve x — (23 — 3zy?, 3x%y — ¢*) dar. Fiir verschiedene
Werte von ¢ erhalten wir eine Familie von Kurven. Der folgende SAGE-Code gibt die Bilder
fur y =1i/2.4+4 0.1 fir i = —5,...,4 aus (diese Formel soll verwirrende Symmetrien des
Ausgabebildes vermeiden).

g=Graphics()

x=var(’x’)

for i in range(-5,5):
y=1/2.4+0.1
p=parametric_plot( (x73-3*x*y~2,3*x"2*xy-y~3), (x,-3,3), color=’blue’)
g=g*p

g.show()

Das ausgegebene Bild ist das folgende:


http://www.sagemath.org/

Fir das Bild der Menge {z : Re(z) = ¢} = {—iz : Im(2) = ¢} kann man sich einfach
iiberlegen, dass (—iz)? = 23, das heisst dieses Bild entsteht aus dem obigen durch
Multiplikation mit ¢, dh. eine Drehung um 90 Grad im mathematisch positiven Sinn.

Zeichnen wir beide Familien in das gleiche Koordinatensystem, erhalten wir ein Bild, auf
dem wir erkennen koénnen, dass f konform ist. Hierfiir hilft es zum einen ¢ durch eine
dritte Wurzel zu skalieren, damit die Bildlinien etwa den gleichen Abstand haben, zum
anderen sollte man das Bild geeignet zuschneiden. Beispiel fiir einen solchen Code wiére:

g=Graphics()
x=var(’x’)
for i in range(1,5,1):
y=i/2.4+0.1
y=y.nth_root(3)
p=parametric_plot( (x73-3*x*y~2,3*x"2*xy-y~3), (x,-3,3), color=’blue’)
g=g*p
y=var(’y’)
for i in range(1,5,1):
x=1/2.4+0.1
x=x.nth_root(3)
p=parametric_plot( (x~3-3*xxy~2,3*x"2xy-y~3), (y,-3,3), color=’red’)
g=g+*p
g.xmin(-5)
g.xmax(5)
g.ymin(-5)
g.ymax(5)
g.show()



Die Bildausgabe sieht dann so aus:

L e

A
\__/

4+

Im oberen linken Quadranten sehen wir die Bilder der Schnittpunkte unserer urspring-
lichen Kurven {z : Re(z) = ¢} und {z : Im(z) = d} und erkennen, dass die Bildkurven
sich immer noch orthogonal schneiden. Die anderen Schnittpunkte der Bildkurven in der
unteren linken Seite sind nicht orthogonal, stammen aber auch nicht von Schnittpunkten
der Ursprungskurven.

Fiir die entsprechenden Bilder des Polarkoordinatennetzes stellen wir fest (ref?)? = r3e3t,
Also ist das Bild des Kreises {z : |z| = r} genau der Kreis {z : |z| = r*}. Auch fiir einen
fixen Winkel ¢ € [0,27] sehen wir, dass das Bild des Strahls {re" : r > 0} gerade der
Strahl {re3 : r > 0} zum Winkel 3¢ ist.

Um zu verstehen, was mit einer geschlossenen Kurve geschieht, die um den Ursprung
verlauft, hilft es, nicht das Bild des Kreises um den Ursprung zu betrachten, sondern
diesen Kreis etwas zu verschieben und asymmetrisch zu strecken. Der folgende Code gibt
ein Bild der Ellipse um (1/2,1) mit Halbachsen 3 und 2 aus.

parametric_plot ((( 0.5+3*cos(t))~3-3*%(0.5+3*cos(t))*(1+2*sin(t)) "2,
3% (0.5+3*cos(t)) "2x (1+2xsin(t) ) - (1+2%sin(t))~3), (t,0,2%pi), color=’red’)

Das entsprechende Bild sieht folgendermassen aus:

~J



Wir erkennen, dass sich die Bildkurve insgesamt dreimal um den Ursprung windet. Dass
die Zahl der Windungen gleich dem Grad der Nullstelle der Funktion f an dieser Stelle
entspricht, ist kein Zufall!

Als nachstes betrachten wir die Urbilder der Gitternetze Re w = konstant und Im w =
konstant. Dies sind gerade die Hohenlinien der Funktionen 2% — 3212, 322y — y* von oben.
Beachte hier, dass fiir ein festes ¢ € R fiir alle z € C gilt:

Re(?*) = ¢ «= Im ((e”/&z)g) =c.

Also entstehen die Urbilder der Gitterlinien fiir den Imaginérteil gerade durch Drehung
um 7/6, also 30 Grad in mathematisch positiver Richtung aus den Urbildern fiir den

Realteil. Zur Darstellung mit SAGE konnen wir die Funktion implicit_plot verwenden,
z.B.

implicit_plot(x~3-3*x*y~2-2,(x,-5,5),(y,-5,5))

fir das Urbild der Geraden mit Gleichung Re(z) = 2. Zeichnet man Urbilder der Real-
(blau) und Imaginérgitterlinien (rot) in ein gemeinsames Bild, erkennt man wiederum,
dass die Funktion f konform ist.
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Schliesslich kénnen wir uns noch den Graphen der Funktion |f| ansehen. Wie oben
sicht man |23 = |z|?>. Man sieht also, dass |f(z)| nicht vom Argument von z abhéingt,
der Graph in C x R ist also rotationssymmetrisch um die R-Achse. Er ist gerade die
Rotationsfliche des Graphen der Funktion R — R,z —— |x|3. Fiir eine Darstellung in
SAGE kann man z.B.

plot3d(( x~2+y~2)~(3/2), (x,-2,2), (y,-2,2))
verwenden.

Aufgabe 5. Sei U C C offen und f: U — C. Zeige: Ist f konform auf U, dann ist f
analytisch auf U mit f'(z) # 0 fir alle z € U.

Losung. Nach Definition ist f konform falls f stetig differenzierbar ist, winkeltreu und
det(Df)(z) > 0 fiir alle z € U erfiillt. Um zu zeigen, dass f analytisch ist, iiberpriifen wir
die Cauchy-Riemann Gleichungen mit f = u + v. Sei z € U und betrachte die Matrix

Df(Z)Z(i z>=( )
%x%y c d

An der Stelle z betrachten wir nun zwei Paare von orthogonalen Vektoren: (1,0)7,(0,1)”
sowie (1,1)T, (1, —=1)T. Wegen der Winkeltreue von f sind die Bildvektoren auch orthogo-



nal. Wir erhalten also:

1 0 a b
0= (o)) (0 ()= (2)- )
= ab + cd,
1 1 _[a+D a—1>b
0= () (e (4)) = (70)- (2
=(a+b)(a—b)+ (c+d)(c—d)=a*+c*—b*—d*
Also sind die Vektoren (a,c)”, (b,d)T in R? orthogonal und da a? + ¢* = b? + d? gilt,
haben sie die gleiche Lange. Hieraus folgt (b, d) = £(—c,a), da wegen det(Df(z)) > 0
gilt (a,c) # (0,0). Setzen wir ein, erhalten wir

det(Df(2)) = £(a-a — c(—c)) = £(a® + ).

Da dies nach Voraussetzung positiv sein soll, miissen wir b = —c, d = a wéhlen. Dies sind
genau die Cauchy-Riemann Gleichungen fir f.
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