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Musterlosung zu Ubungsblatt 3

Aufgabe 1. Seien f: U — C, g: U — C ~ {0} analytische Funktionen mit U C C

offen. Zeige, dass dann 5 analytisch ist mit

(f)': af = fd
g ¢

Losung. Jedes beliebige Buch iiber Funktionentheorie.

Aufgabe 2. Sei f: U — C eine analytische Funktion mit U C C offen und zusammen-
hangend. Zeige, dass f konstant sein muss, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt
ist:

e Re f = konstant

e Im f = konstant

e |f| = konstant

Losung. Betrachten wir zunachst den Fall Re f = konstant. In der iiblichen Darstellung
f = u+ v bedeutet dies gerade u = konstant. Zusammen mit den Cauchy-Riemann
Gleichungen erhalten wir:

ov ou ov B ou
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Also hat die differenzierbare Funktion v : U — C iiberall Ableitung 0. Da U zusammen-
hangend ist, ist v konstant, also ist f konstant.

Das Argument fiir Im f = konstant ist analog. Alternativ konnten wir hier f durch
i1f ersetzen, wodurch wir auf den ersten Fall reduziert hatten, denn dann gilt Re if =
konstant.

Im Fall |[f| = konstant gilt offenbar auch |f|? = u? +v? = konstant. Partielle Ableitung

nach z,y ergibt
ou v ou ov
2u— +2v— =0,2u— 4+ 2v— = 0.

u8x+ U@x ’u0y+ U@y
Falls | f| = 0 ist, ist die Funktion sowieso konstant 0. Andernfalls verschwindet der Vektor
(u,v)T fiir keinen Punkt x + iy € U. Also folgt aus den Gleichungen oben, dass die
Vektoren (9%, 22)" und (%%, 22)7 beide orthogonal zu diesem Vektor (u,v)” sind, und

2w’ O Y’ dy

damit linear abhéngig sein miissen. Also erfiillen sie

) Du0v_dudv _(ou)’  (0u)’
 O0xdy  Oyodxr \Oz oy )
Im letzten Schritt haben wir erneut die Cauchy-Riemann Gleichungen verwendet. Also

miissen beide partiellen Ableitungen von u verschwinden. Somit ist u konstant und wir
sind wieder im ersten Fall dieser Aufgabe.



Eine allgemeinere Herangehensweise an diese Aufgabe wére zu zeigen, dass die Cauchy-
Riemann Gleichungen implizieren, dass die Jacobi-Matrix einer analytischen Funktion
f : U — C entweder verschwindet, oder vollen Rang 2 hat. Hat die Funktion f also
irgendwo eine nicht-verschwindende Ableitung, folgt mit dem Satz der Umkehrfunktion
schon, dass ihr Bild eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen enthalt. Dies ist fir
keine der Mengen Re z = konstant, Im z = konstant oder |z| = konstant erfillt.
Aufgabe 3.

(i) Sei A(z) = >20°,nz". Berechne von Hand die Potenzreihenentwicklung von A? bis

zur Ordnung 5.
(i) Zeige, dass A(z) = e fir |z] < 1.
(iii) Wir definieren die Bernoullizahlen B,, durch

= B, , z

>

n=0

= = )
n! er —1

Berechne B,, fir n < 4.
(iv) Berechne die Konvergenzradien von

und

Losung. (i) Um die Entwicklung von A? bis zur Ordnung 5 berechnen wollen, miissen
wir auch von A nur die Terme bis zur fiinften Ordnung beriicksichtigen. Damit
ergibt sich:
A(2) - A(z) = (2 + 22 + 328 + 42" +52° + O(J2)°) - (2 + 222 + 32° + 42 + 52° + O(|2)*)
=224+ (2+2)22+(3+2-2+43) 2"+ (4+2-3+3-2+4)2°+0O(|2|%
=27 +42° + 102" + 202° + O(|z[°).
(ii) Wir verwenden die geometrische Reihe: fur |z| < 1 gilt
1 o0
=3k,
l-z =

In der Tat hat diese Reihe Konvergenzradius 1 und man iiberpriift, dass das Produkt
von 1 — z mit dieser Reihe gerade konstant 1 ist. Damit haben wir:

o i1i=(i)(i>

m=0 \k=0
=zY (m+1)2" =Y (m+1)""
m=0 m=0

Durch eine Indexverschiebung m’ = m + 1 erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.



(iii) Eine Méglichkeit, die Zahlen B,, zu bestimmen, wire die Funktion f(z) = —*5 bis
zu vier mal abzuleiten und dann an der Stelle 0 auszuwerten, denn es gilt gerade
B, = f™(0). Wir mdchten hier eine andere Moglichkeit zeigen. Durch Betrachtung
der Potenzreihe der Exponentialfunktion im Nenner erhalten wir:

z z
e*—1 1+z4+35224 28+ 424525+ O(J2[6) — 1
z
z+ 32% + 528 4 20 352° + O(|2[9)
1
1 1,24 1,31 4 5
L4 32+ 522+ 51252 + O(|2])

Wir méchten also gerade das Inverse der Potenzreihe 3232 552" berechnen.
Hierfiir setzen wir an

1

! 1 1 1
14 2 3 4 5V) . (1 4 = 1 9 3 4 5
(ao + a1z + azz” + azz” + asz” + O(|2]”)) - ( ozt e o e 0% + O(|2]"))
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+(120+24+ . + as)z* + O(]2]°).
Vergleicht man die Koeffizienten ergibt sich
ag — 1,
Qo 1
a = - = ——
1 9 27
ao aq 1 1 1
ay = — — = —— —_ =
T 6 2 6 4 12
Qo aq a9 1 1 1
= —-— — — — _— = —— _—— — = O
BT T 2 w12 wm
Qo aq a9 as 1 1 1 1

“TTI0 46 2 120 48 7 70
Mit Bn = n!an erglbt sich BO = ]_, Bl = —%, B2 = %, B3 =0 und B4 = —3*10
(iv) Fiir grosse n gilt 1 < (logn)? < n, also folgt
1 = limsup ¥/1 < limsup {/(logn)? < limsup /n = 1.
Also ist limsup,,_ . {/(logn)? = 1 und damit hat die Reihe Konvergenzradius

1/1=1.
Fiir die zweite Reihe verwenden wir, dass nach der Stirling-Formel gilt:

1 fir n — oo.




Deshalb iiberlegt man sich, dass man in der Berechnung des Limes superior den
Ausdruck n! durch ( ) V/2mn ersetzen kann (da {/1 = 1). Also haben wir

lim sup = lim sup \
n—-roo n—-—roo

= lim sup () 2mn

n—-»ro0 e

. n ) 1 1
= <hm sup 27m) . <11m sup ) = —.
e

n—-»>00 n—oo €

=1 wie oben
Also ist der Konvergenzradius gerade 1/(1/e) = e.

* Aufgabe 4. Untersuche die Konvergenz der folgenden Reihen auf dem Konvergenzradius,
dass heisst fir 2| = 1:
. 0o 2k
(1) X =
(i) 35 %

Hinweis: Test von Abel

* Aufgabe 5. Versuche eine Definition der quaternionischen Ableitung analog zur komple-
xen Ableitung zu finden und untersuche die Funktion f: H — H, f(h) = h? mit deiner
Definition auf quaternionische Differenzierbarkeit.



