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Musterlésung zu Ubungsblatt 4

Aufgabe 1. Gibt es eine komplexe Wurzelfunktion? Genauer: Gibt es eine stetige
Funktion f: C \ {0} — C ~ {0} mit f(2)? = z fiir alle z # 0? Hinweis: Zeige zuerst,
dass eine solche Funktion so gewahlt werden kann, dass sie f(zw) = f(2)f(w) fiir alle
z,w # 0 erfiillt.

Losung. Quadriert man die im Hinweis erwéhnte Gleichung f(zw) = f(2)f(w) erhalt
man die korrekte Gleichung

aw = f(zw)? = f(2)*f(w)* = zw.

Deshalb ist die urspriingliche Gleichung erfiillt bis auf Vorzeichen. Darum ist der Ausdruck
h(z,w) = f(zw)/(f(z)f(w)) fir alle z, w € C\{0} entweder 1 oder —1. Da die Abbildung
C~ {0} — C {0}, u — 1/u stetig ist, hangt h(z,w) stetig von z,w ab. Da zudem
C {0} x C \ {0} zusammenhéangend ist, muss die stetige Abbildung

h:C~{0} xC~ {0} —{1,-1}

konstant sein. Durch Multiplikation von f mit —1 kénnen wir auf jeden Fall erreichen,
dass h = 1 und damit die gewiinschte Gleichung erfiillt ist.
Dann gilt aber:

L=f(1)? = f()fQ) = f(1-1) = f(1) = f((=1)-(-1)) = f(=1)- f(=1) = f(-1)* = 1,
ein Widerspruch.

Aufgabe 2. Sei Rqp = {r e R: 2 <0t und S = {z € C: — 7 < Im(z) < 7}.
Zeige, dass exp: S — C \ R eine bijektive Abbildung ist. Stelle die Umkehrfunktion
explizit dar. Ist sie analytisch? (Eine solche Umkehrfunktion ist ein sogenannter Zweig
des Logarithmus).

Losung. In der Polardarstellung der komplexen Zahlen besteht die Menge R<( genau aus
den Zahlen mit Argument 7+ k27 fiir ein k£ € Z. Das heisst dies sind die Zahlen, die in der
Form re*™*27) fiir r > 0 und ein k € Z geschrieben werden kénnen. Andererseits kann
jede Zahl z im Komplement eindeutig als z = re® geschrieben werden fiir r = |z| € (0, 00)
und 0 € (—m, ). Wir beobachten

oy = Teie _ e10g(7")ei6 _ elog(r)—i—iG‘

Der Logarithmus ist gerade eine Bijektion log : (0,00) — R. Das heisst, die Exponenti-
alfunktion bildet die Menge S = {z + iy : x € R,y € (—m,m)} bijektiv auf C \ R« ab.
Uber die obigen Argumente finden wir nun auch eine explizite Form der Umkehrfunktion
g. Sie hat stets die Form

9(z) = log(|2]) +i0(2),



wobei die Zahl 6(z) gerade das Argument von z zwischen —7 und 7 ist. Fir 6 gibt es
getrennte Beschreibungen auf den Mengen U; = {z : Im(z) < 0}, Uy = {z : Re(z) > 0}
und Us = {z : Im(z) > 0}, die C \ R, iiberdecken. Fixiere hierfiir

: Tom
arccos : [—1,1] — [0, 7], arcsin: [—1,1] — [—5, 5]

Dann haben wir

0(z) = — arccos (Rr(lz)> , fir z € U
z
I
0(z) = arcsin <I]]ﬂz(]Z)> , fiir z € Uy
0(z) = arccos (RFSF)> , fur z € Us.

Man sieht damit, dass g stetig differenzierbar ist. Aus der Kettenregel fir f(g(z)) = 2
folgt Df(g(z)) - Dg(z) = id. Also gilt Dg(z) = Df(g(z))~'. Nach den Cauchy-Riemann
Gleichungen hat Df(g(z)) die Form

a —cC
c a

prae) = (&) = pot = pitae) = oy ()

a?+c2\—c a

Daraus lesen wir sofort ab, dass auch Dg(z) die von den Cauchy-Riemann Gleichungen
vorgegebene Form hat, also g analytisch ist.

Aufgabe 3. Sei

k=1
Zeige:
(i) Die Funktion f ist analytisch auf B1(0) = {z: |z| < 1} mit Ableitung f'(z) = liz.
(ii) /) =1+ 2 fir alle z € By(0).

Losung. (i) Nach Satz 4 der Vorlesung geniigt es zu zeigen, dass die Potenzreihe Kon-
vergenzradius mindestens 1 hat, um zu beweisen, dass f analytisch ist. Tatséchlich
gilt

(1!

k

Wieder mit Satz 4 folgt dann auch

1 1
= —-=1

1/R = limsup =
/ P liminfr o vk 1

k——00

1N — k—lk’zkfl o - Nk—1 1 .
f@*‘g¥]) k —Z} 2 1—(—2) 1+2z

Hier verwenden wir die geometrische Reihe.



(ii) Da z € B4(0), diirfen wir die zu zeigende Gleichung durch 1 + z teilen, wollen also

beweisen
o (2)

p— :1
g9(2) 2

Leiten wir die linke Seite mit Quotientenregel ab, so erhalten wir

, ef(z)f/(z>(1 + Z) — ef(z) ef(z) . 1 — ef(z)
g(z) = 2 - 2
(14 2) (1+2)

Also ist g konstant, da B;(0) zusammenhéngend ist, und da g(0) = €°/1 = 1 gilt
g(z) = 1 wie gefordert.

Aufgabe 4. Gibt es eine komplexe Logarithmusfunktion, das heisst eine stetige Funktion
[: C~ {0} — C mit exp(l(z)) = z fir alle z € C~ {0}7
Hinweis: Aufgabe 1.

Losung. Gébe es eine solche Funktion [, ware die Funktion

fZC\{O}HC\{O},zMexpC(?)

eine stetige komplexe Wurzelfunktion. Tatsédchlich gilt:

f(2)" =exp <l(§)> - exp (“?) = exp <z<22) + “?) = exp(l(2)) = 2.

Dies ist ein Widerspruch zu Aufgabe 1.

Aufgabe 5. Zeige, dass u: C \ {0} — R, u(z,y) = log(z* + y?) zwar harmonisch ist,
aber keine harmonisch konjugierte Funktion auf ganz C ~\ {0} hat.

Losung. Die Funktion u ist harmonisch, denn es gilt

ou 2z

or a2+ y?

Pu  2x+y?) — 220 2(—a®+y°)
or? (x2+y2)2 - (1;2 +y2)2

Aus Symmetriegriinden ist

Pu  2(—y* +2?)

ayQ - (x2+y2)2 ’

also folgt
Pu  u



Ware u der Realteil einer holomorphen Funktion f = u + v, so wiirde fiir 2 = x + iy
gelten:

ou ov  Ou . Ou

P =5 5 =3 oy

C2x—2y  Z 2

oy T2 2
Dann aber héitte die Funktion 1/z die Stammfunktion f/2 auf C ~ {0}. Wie in der
Vorlesung gezeigt ist dies ein Widerspruch zu dem nicht-Verschwinden des Kurvenintegrals

dz )
/ — = 2m.
dB1(0) 2

Alternative Losung: Gébe es eine holomorphe Funktion f mit Re(f) = u, dann wére
die Funktion exp of auch holomorph und hétte Absolutbetrag

|l exp(f(2))] = |exp(Re(f))| | exp(ilm(f))| = exp(log(Re(2)* + Tm(2)?)) = |2|*.

=1

Also hitte die Funktion g(z) = exp(f(z))/z? konstanten Betrag 1. Damit wére sie aber
nach Serie 3, Aufgabe 2 konstant gleich ¢ mit |c| = 1. Also gilt exp(f(z)) = cz? fiir alle
z € C~{0}. Ist ¢ = exp(if) fiir ein § € R, dann erfiillt die Funktion f(z) = (f(z) —i6)/2
gerade 3

exp(f(2))* = exp(f(z) — i) =
Also ist exp(f(2))/z = %1 fiir alle z € C ~. {0} und auch stetig. Durch Addition von i
kénnen wir erreichen, dass dieser Quotient konstant 1 ist. Also wire f ein Beispiel fiir
eine Funktion wie in Aufgabe 1. Dies ist ein Widerspruch.

* Aufgabe 6. Die Formeln

n(n+1)

14+2+3+...+n= 5

und
nn+1)(2n+1)

124224324+ 4+n?2= :

sind sehr bekannt. Zeige allgemein, dass fiir » > 1 gilt

N 1 K (r+1
= By(N + 1)" 1k,
> m;(k)a )
wobei B, die durch
_ZBkk
exp(z) — 1

gegebenen Bernoullizahlen sind. Hinweis: Betrachte S, exp(iz).



Losung. Den im Hinweis vorgeschlagenen Term konnen wir einerseits ausschreiben als

N
> exp(kz) =
k=0

ZZW*

k=0r=0 r=0 k=0 ! r=0 k=0

Wenn wir die Summe aber zuerst als endliche geometrische Reihe betrachten, erkennen
wir die Erzeugendenfunktion der Bernoullizahlen.

N _exp((N+1)2) -1 z exp((N +1)z) —1

2 exp(kz) = exp(z) — 1 "~ exp(z) — 1 z
B 00 Bk 00 <N+1>k+1 o) Bk N_|_1)r+1—k »
= 5 ) Z%,;; I+ 1= ) :

- I 7+ 1)r! rl—
- (r+1kz:0k:'((r+1 k)B(N+1)+ k)

O(rilz<T21>Bk(N+1)r+l k:)

rl

r!

wobei wir die Cauchy-Formel verwendet haben, um die Summen miteinander zu verrech-
nen. Nun folgt mit Koeffizientenvergleich:

Zkr_

"o fr+1
B.(N 17"+1—k
7"—1—1,;)( k ) KN+ 1)

(Justus Kohlhaas)



