3. November 17
HS 2017

FUNKTIONENTHEORIE

Prof. R. Pandharipande
J. Schmitt, C. Schiefl

Musterlosung zu Ubungsblatt 7

Aufgabe 1. Berechne
.

|z —2| =1}
(b) C={z:|z—2|=3}
(c) C={z:|z—2| =5}
Hinweis: Partialbruchzerlegung

Losung. Die Funktion f(z) = % ist definiert fiir 22 — 62z = z(2 — 6) # 0, also z # 0, 6.
(a) Da f in einer Umgebung der Kreisscheibe B(2,1), die von C eingeschlossen wird,
eine holomorphe Funktion definiert, ist das Integral gleich 0 nach dem Cauchyschen
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Integralsatz.
(b) Es gilt
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Hier verwenden wir die Cauchyformel fiir die holomorphe Funktion
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(c) Wir berechnen eine Partialbruchzerlegung
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Aufgabe 2. (a) Fir R > 0 definiere man D ={z € C : Imz > 0, |z| < R}. Zeige
o dx ) dz
/ —— = lim .
o x*+1  R—oJopy 24+ 1

(b) Zeige, dass fir R > 1 das Integral
/ dz
oDp 24+ 1

von R unabhéngig ist.



(c) Verwende den Integralsatz und die Integralformel von Cauchy sowie Partialbruch-
zerlegung, um fiir grosse R
/ dz
oDp 24+ 1

Losung. (a) Sei R > 0. Dann ist 0Dr = [—R, R|U~g, wobei 7 die Menge { R cost +
iRsint : t € [0, 7|} bezeichnet. Es gilt fir das Integral

/ dz _/R dt +/ dz
opr 24 +1  Jrtt+1 w21
/ dz /R dt </ dz
opg 24+ 1 Rt 4+ 1| T \ g A+ 1

Aber fiir R > 1 hat man die Abschitzung 241“‘ < 7.

zu berechnen.

Dann hat man

Somit ist

/ dz /R dt 'S l(vr) = TR

ppzi+l JrtA+1| T RI-1 RA-1

Im Limes R —— oo bedeutet dies:

. dz o dt
lim —_— :/ —_
R—c0 Jopg 24+ 1 —o tr+1

Man kann durch Vergleich mit der Funktion ¢ — ¢~ fiir [t| > 1 leicht iiberpriifen,
dass das uneigentliche Integral [ t4d+t1 konvergiert. Wir zeigen jetzt, dass der
andere Grenzwert auch existiert.

(b) Die Gleichung z* 4+ 1 = 0 hat zwei Losungen mit positivem Imagindrteil, nidmlich
2 = e™/* und 2z, = e®™/*. An diesen Punkten ist der Integrand nicht definiert.
Wenn R > 1 ist, dann sind z; und 2z in int(D). Seien € eine positive Zahl, fiir
welche B; := B(z;,¢) C Dg ist (fir i = 1,2).

Behauptung: Dann gilt

/ dz _/ dz +/ dz
opp 24+ 1 Jop, 24 + 1 By 24+ 1°

Beweis: Betrachte das folgende Schaubild:
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Fiir jede der drei Kurven ~q, 72, 3 findet man eine sternférmige offene Menge in C,
die diese enthalt und auf der definiert ist. Deshalb gilt

4+1

/ 4dz —0 firi=1,23.
v 24 +1

Die drei Kurven zusammen durchlaufen aber gerade den Rand 0Dy in mathematisch
positiver Richtung und die beiden Kreise 0B, 0B, in mathematisch negativer
Richtung. Die vertikalen Verbindungsstiicke im Inneren von Dy heben sich gerade
gegenseitig auf. Zusammen ergibt sich:

23:/ / dz _/ dz _/ dz
vt 4+ 1 Jopg 2t +1 Jop 2441 Jop, 2t +1

Die beiden Integrale iiber 0B; sind aber tatséchlich unabhéngig von R. Aus diesem
Grund ist

/OO dt — lim dz _ / dz +/ dz .
o tt+1 R—ooJopy 24+ 1 oB, 2t +1 0B, 2+ + 1
Nach Partialbruchzerlegung ist

1 1 < o—i37/4 o—i/4 i3m/4 i/ >

A1 4\ z i - 5 _ eidn/d + 5 _ e—in/d + 5 _ o—i3n/d
Dann sind nach den Cauchy’schen Integralsatz und Integralformel
dz 1 em/4 T,
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Somit ist also

dz i 3 , w1
s Y —i37/4 —im/4 = (—1— 1—34) =
/{9DRZ4+1 2(6 +e ) 2\/5( 7+ 7)
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Aufgabe 3. Sei U C C offen und der Kreisring {a € C: r < |z —a| < R} in U. Sei
f: U — C analytisch. Zeige, dass [yp(,,) f(2) dz = [yp.r) [(2)dz.

Losung. Wende Cauchy auf folgendes Bild eines Rechtecks an:
(5,t) — a+ (r(1 — s) + Rs)e™

* Aufgabe 4. Sei f analytisch auf B(z,,r) fir » > 0, mit f(z9) = 0 aber f’(2) # 0. Man
zeige fiir gentigend kleine ¢, dass

/ dz  2m

oB(z0.0) f(2)  ['(20)

gilt.

Hinweis: Betrachte noch einmal den Beweis der Cauchy-Integralformel.



