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Musterlosung zu Ubungsblatt 9

Aufgabe 1.
(i) Seip(z) = 2"+ €12 1 + -+ + e, 12 + €, ein normiertes Polynom von Grad n mit
Nullstellen (3, ..., (, (eine d-fache Nullstelle kommt in dieser Liste also d Mal vor).

Zeige:

€1 = — zn:Ci
i=1

€2 = Z Cigj
1<J
es=— Y. GG
i<j<k

en = (=1)"CGn

(ii) Sei € = e™n eine n-te Einheitswurzel. Berechne
n—1 n—1
S e
k=0 k=0

Losung.

(i) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra lésst sich p als ein Produkt von Line-
arfaktoren schreiben. In der Tat hat p eine Nullstelle (; € C und Polynomdivi-
sion von p durch (z — ;) ergibt ein normiertes Polynom ¢ vom Grad n — 1 mit
p(z) = (2 — (1)q(2). Nach Induktion kann dann ¢ geschrieben werden als Produkt
q(2) =(z—Q)(z— () (2 — (). Wir sehen also

p(z) = (2= C)(z = Q) (z = G5) -+ (= = Gu)-

In der Tat sind die gefundenen Zahlen (i, ..., (, auch genau die Nullstellen von p
(gezahlt mit Vielfachheit) aus der Aufgabenstellung.

Schreibt man das Produkt oben aus, ergeben sich genau 2" Terme, denn von jedem
der Faktoren konnen wir entweder den Summanden z oder den Summanden —(;
auswihlen. Deshalb ist fiir k = 1,...,n der Summand e;2z"~* von p(z) genau die
Summe aller solcher Produkte, wo wir n — k Mal z gewahlt haben und % der Zahlen
¢;- Also folgt

e = 3 (GG (G = Y (DG G G

J1<g2<...<Jjk J1<g2<...<Jk

Ein Koeffizientenvergleich gibt die gewiinschte Formel.



(ii) Die Zahlen €* fiir k = 0,...,n — 1 sind alle Nullstellen des Polynoms p(z) = 2" — 1,

denn
(ek) 1=k =ik =

Da dies schon n verschiedene Zahlen sind (beachte die Polarkoordinatendarstellung
der komplexen Zahlen), miissen es alle Nullstellen von p sein. Mit dem vorigen
Aufgabenteil erhalten wir

n-! 1, firn=1
0 ,firn>1

I =(-1)", = (—1)"*..

Aufgabe 2. (i) Berechne die Potenzreihenentwicklung der Funktionen e und 1/z um
z = 1 bis zur Ordnung 3.
(ii) Leite daraus die Potenzreihenentwicklung von e*/z um z = 1 bis zur Ordnung 3
her.

(iii) Berechne
62
—dz.
/z—| 12(z—1)3 y

Losung. (i) Es gilt (£)"e* = e fiir alle n > 0, also ist die Potenzreihenentwicklung
gerade

(== —e+e(z—1)+§(z—1)2+%(z—1)3+(’)(|z—1|4).

??“m

Per Induktion zeigt man (-£)"2~! = (—1)"nlz~("*V also ergibt sich

dz
oo
=2

TL ‘ o0

k=0
Dies kann man auch einfacher iiber die geometrische Reihe sehen

]‘ 1 - k_oo k k
*:m:Z(l—Z) = > (-1)"z-1"

< k=0 k=0

(ii) Wir multiplizieren die beiden Potenzreihen nach der Cauchy-Produktformel

(e+elz=1+5E-12+5E-10+0(:-119)
(1=GE-D+(E-17= (-1 ++0(z - 1))
:e+(—e+e)(z—1)+(e—e+§)<z—1)2+(—e+e—f+f)(z—1)3+0(|z

2 6
-1 = S(—1P+ Oz — 1.

:e+2(

3(

2=1)" =Y (=1)"(z—1)" = 1—(2—1)+(2—1)*—(2—1)>+O(|z—1[*).

1)



(iii) Die Funktion ﬁ ist auf B(2,1) nur an der Stelle z = 1 nicht definiert. Wir
berechnen die Laurententwicklung der Funktion an dieser Stelle unter Verwendung
des letzten Aufgabenteils:

Z(Ze_z 1)3 - (z _1 1)3 (e + §<Z - 1)2 - %(Z - 1)3 + O(|Z - 1|4))

—e(z—1)%+ g(z 1) - g +0O(z - 1)).
Also sehen wir mit Verwendung des Residuensatzes:

e® e
—————dz = 27— = 7et
/IZ—S'Il 1) 2 = 2miy = mel
Aufgabe 3. Berechne die Laurentreihenentwicklung von
1

&)= o=y
in den Kreisringen K; = B(0,0,1) = {|z| < 1}, Ky = B(0,1,2) = {1 < |2| < 2} und
K3 =B(0,2,0) = {2 < |2|}.
Losung. Im Folgenden werden wir sehen, dass wir die gesuchten Laurentreihen auf zwei
Arten finden koénnen: entweder wir verwenden auf geschickte Weise geometrische Reihen
oder wir benutzen direkt die Formel aus der Vorlesung. Die erste Methode fiihrt teilweise
schneller zu Ergebnissen, kann aber nicht in jeder Situation angewendet werden.
Zur Erinnerung: eine analytische Funktion f : U — C mit K = B(0, Ry, Ry) C U wird
auf K dargestellt durch ihre Laurentreihe

f(2) =" b2,

kEZ

1 f(2)
by — / d 1
M om 8B(0,R) zFH1 : (1)
fiir alle R € (R, Ry).

Auf dem Kreisring K7 kénnen wir schreiben

1 1 1 1 1
f(Z)Z =5 z
1—22—2 21—21—5

1 i N
(54 (B)

:;Z<i1-21>z’”

mit

r>0 \I=0
l1—27"1
“X g
= 1—27""1) "
r>0 ( )



Hier haben wir fiir die geometrischen Reihen verwendet, dass [z| < 1 und |5| < 1.
Wollen wir stattdessen die Formel (1) anwenden, ergibt sich by = 0 fiir £ < 0 nach dem
Satz von Cauchy und nach der Cauchy-Formel

1 2mi (d\"
bk:zmm(m) /)

Um die hoheren Ableitungen von f an der Stelle 0 zu berechnen, kénnen wir z.B. eine
Partialbruchzerlegung von f verwenden:

2=0"

1 -1 1

f(z):(z—l)(z—Q):z—l—'—z—?

Setzen wir dann die Formel

() o = 0t -

ein, erhalten wir nach kurzer Rechnung die Koeffizienten b, = 1—27"~1 von oben. Beachte
an dieser Stelle, dass wir unter Verwendung des Residuensatzes sehen:

f(2)

1 f(2)
b / UAGOI P Y
B dB(0,R) : %0 (27"“)

2mi Zk+1
Fiir den Kreisring K, klammern wir im Nenner einen Faktor z aus:

-1 -1 1 1
M= iy w1113

—1 “k N
-2z (5

Da beide Reihen fiir z € K5 absolut konvergent sind, kénnen wir im Produkt die Terme
nach Potenzen von z" umordnen und erhalten

f<z>=2<§0(22) ) = <Z<Z2> )
-3 (5 0-15)7) - 2 (5)

:Z 2rr1+z_zr71.

r>0 r<0

¥l L

—_

Wir sehen also, dass auf K, gerade gilt

—1 , furr < =2
27 L fiirr > —1.



Um die Zahlen b/ iiber Kurvenintegrale zu bestimmen, verwenden wir den Residuensatz.
Fiir R € (1,2) ist die Funktion f(z)/z""! auf B(0, R) hochstens an den Stellen 0 und 1
nicht definiert. Es gilt hier also

1
b= | 12,
2mi JoB(o,r) z"+1

1
=5 <2mReso(££f3) + QWiResl(JZcffz ))
= Reso(ffiz) —|—ReS1(]Zt£f3 )-
—b,

Das Residuum auf der rechten Seite berechnet sich aber sehr einfach:

f(2) 1 1 1

Resl(zr+1> = Resl(z “1(z— Q)Zr+1) Tz 2)aH

—1

z=1 o

Wir sehen also, dass b, = b, — 1 und ein kurzer Vergleich der expliziten Formeln oben
bestatigt das. Deshalb ist die Berechnung der Laurentkoeffizienten auf K5 tiber die
Residuenmethode sehr einfach sobald wir die Koeffizienten auf K; kennen.

Mit dem gleichen Argument wie oben sehen wir fiir die Laurentkoeffizienten b auf Kj
dass

f(2)

Zr+1

T 4 Res )

b! = Reso( Zr+1)

) + Res (
1
(2= 1)zt
1427t | fiirr < -2
B {0 , firr > —1.

=0+ = +277!

z=2

Durch Ausklammern eines Faktors z? im Nenner kann man dieses Ergebnis auch iiber
geometrische Reihen erhalten.

Aufgabe 4. Im Folgenden wollen wir den Wert der konvergenten Reihe > 7 # mit

Hilfe von komplexen Kurvenintegralen der Funktion f(z) = m bestimmen. Das
wurde auch schon ausfiihrlich in der Vorlesung diskutiert, aber hier noch mal zu selber
durcharbeiten, wenn gewiinscht.
(i) Zeige, dass f eine analytische Funktion auf C \ Z definiert.
(ii) Sei g : U — C eine analytische Funktion, die an der Stelle 2y € U eine Nullstelle
vom Grad d hat. Zeige, dass die Funktion h(z) = g(z)/(z — 2)¢ definiert auf
U N\ {z0} eine stetige Fortsetzung h auf U hat mit h(zy) # 0. Betrachte hierzu die
Potenzreihenentwicklung von g um zy. Zeige, dass h wieder analytisch ist. Was ist
die Potenzreihe von A um zy?

(iii) Sei 0 < € < 1/2. Verwende den letzten Aufgabenteil um zu zeigen

=i firn=0
dz=¢ 37 """
/<93(n,e) fz)dz {(—1)"5;, fir n € Z ~ {0}.



(iv) Fir n € Z.o betrachte das achsenparallele Rechteck R, mit Eckpunkten +(n +
1/2) £i(n+1/2) in C. Zeige, dass die Folge

(. 70). .

flir n — oo gegen 0 konvergiert.
(v) Kombiniere die vorigen Aufgabenteile und beweise, dass

1 2
> ()= —%
neZ~{0} n
(vi) Schlussfolgere, dass
G1_r
“—n? 6

Losung. (i) Es geniigt zu zeigen, dass sin(7z) genau auf Z C C verschwindet. Es gilt
aber

sin(mz) = 21@ (e”z — e’”z) = Qlieim (62”2 — 1) )

Da der Faktor e~ nie verschwindet ist sin(7z) = 0 genau falls €*™* = 1. Aus der
Polarkoordinatendarstellung von komplexen Zahlen wissen wir aber ¢* = 1 genau
fir w € 2miZ. Also ist sin(7z) = 0 genau fiir z € Z.

(ii) Betrachte die Potenzreihenentwicklung

g(z) = i_o: an(z — 2)"

von g um die Stelle zy. Per Definition hat die Nullstelle zy von g Grad d falls
apg=a; =...=aq_1 = 0 und ag # 0. Die Funktion ¢ hat also die Form
9(2) = ag(z — 20)* + agp1(z — 20) + Fagpo(z — 20) 4+ ...

Zumindest formal kénnen wir hier also einen gemeinsamen Faktor (z — zp)?¢ aus-
klammern und erhalten eine potentielle Potenzreihe fiir h:

g(2) = (2 — 2)* (ad +ag(z — 20)t + Faapa(z — 20)* + .. )

Wir wollen also zeigen, dass die Potenzreihe
h(z) = Z bi(z — 20)*, mit b, = aj.q
k=0

einen positiven Konvergenzradius hat. Da g analytisch ist, hat die urspriingliche Po-
tenzreihe positiven Konvergenzradius. Aus der Definition folgt, dass dies dquivalent



(iii)

(iv)

dazu ist, dass {/|ax| < S fir ein festes S > 0 und alle gentigend grossen k € Zx,.
Also haben wir |a;| < S*, und withlen wir S > 1 dann sieht man leicht, dass gilt

[bel = laral < S < (5"

Dies zeigt, dass h positiven Konvergenzradius hat, also analytisch ist, und auf
U ~ {2} mit A iibereinstimmt. Also ist h die gesuchte analytische Fortsetzung und
h(zo) = aq # 0.

Im Folgenden sei g(z) = 2°sin(mz). Sei zunédchst n € Z \ {0}, dann hat g an der
Stelle zy = n eine Nullstelle. Da sin’(mn) = mwcos(mn) = (—1)"r # 0 ist, ist die
Nullstelle vom Grad 1. Laut dem letzten Aufgabenteil lasst sich die Funktion h(z) =
2?sin(mz)/(z — n) analytisch auf ganz C fortsetzen mit h(n) = (2%sin(rz)) (n) =
n?(—1)"r. Also gilt

2

= (-1

z=n n

/ 1 d / 1 1 d o 1
- dz = —— ——dz = 2mi
0B (n,e) 22 sin(mz) 0B(ne) 2 — 2o h(2) h(z)

nach der Cauchyformel.
Betrachte nun n = 2y = 0, dann hat g Potenzreihenentwicklung
1

1
g(2) = w2 — §7r325 + §7r5z7 +O(|2]%)

Also hat die Nullstelle von ¢ bei 2y = 0 Multiplizitdt 3 und es gilt
_9(z) _ L so, 1 5.4 6
h(z)—7—7r—§7r z +aﬂ' 25+ O(]=]°).
Aus dieser Darstellung kénnen wir mit dem Ansatz h(z)™! = 352, cx2" aus der
Gleichung

1 1
1=nh(2)-h(z) = (7r - §W3z2 + §ﬂ5z4 + (9(|z|6)> (co +eiz+ 2?4+ e + .. )

durch Vergleich der Koeffizienten bestimmen, dass

1 =« s
W)yt = 2 L T2 T4 o,5).
()7 = —+ T2 s+ O(1a]")

Es gilt also

1 1 omi [ d\’
e [ () e = () ()
/83(0,5) 22 8in(7z) : 8B(0,e) 23 ()7 d= 2 (dz) (2)

wieder nach der Cauchyformel.

Wir wollen die Standardabschatzung fiir Kurvenintegrale verwenden, miissen also
auf dem genannten Rechteck den Betrag von f(z) nach oben abschitzen. Da
f(2) = 1/(2?sin(7z)) miissen wir also den Betrag von sin(7z) nach unten abschétzen.
Sei z = x + 1y € OR,,, dann unterscheiden wir zwei Falle:

Z=n

v
it =T
s



Fall 1: y=+(n+1/2),z € [-n—1/2,n+1/2]
Hier haben wir unter Verwendung der umgekehrten Dreiecksungleichung

1 iz —iTZ
Lo e
1, . »
Z*‘|€mz|—|6 z7rz|

2

= 1 ‘e¢w(n+1/2) _ e:l:7r(n+1/2)’

|sin(72)| =

2

Fir n > 1ist e 7"+1/2) < 1 und e™™*+1/2) > 2 also ist der Ausdruck oben grésser
als 1.

Fall 2: z =+t(n+1/2),y€[-n—1/2,n+1/2]

Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall z = n + 1/2, der andere ist
analog. Jetzt verwenden wir explizit die Form der xz-Koordinate:

sin(7z) = 212 (eiﬂz _ 6—i7rz)

_ 21 (em(n+1/2)€—m B 6—i7r(n+1/2)67ry)
)
1 n; —mi n -\ T
= o ((~1ie ™ = (~1)"(=i)e™)
1 )
= 5(—1)" (e”” + e”y) = (—1)" cosh(my).

Also gilt |sin(7rz)| > 1 auch auf diesen Teilstiicken.
Kombinieren wir die beiden vorigen Abschédtzungen erhalten wir also
1
< (8n+4)

/aRn f(2)dz < CESYIES

Dieser Ausdruck konvergiert fiir n — oo gegen 0.
(v) Da unsere Funktion f nur auf Z nicht definiert ist, sehen wir durch die iibliche Art
von Homotopie von Kurven, dass

/aRn f(z)dz = k;n /BB(k’E) f(2)dz.

Im Limes n — oo geht die linke Seite gegen 0 und die rechte Seite wird zu einer

1

22 sin(mz)

< I(OR,) - max
z€EO0Rp

Summe von k = —oo bis k = co. Wir erhalten also
s w2 24
0= > / fR)dz = —i+ > (-1
o JoB(k.e) 3 heZ—(0) k2

Division durch 2i ergibt die gewiinschte Formel.
(vi) Fir S = Ypez g0} 1%2 gilt gerade

S+ Y (L= % 5

keZ~{0} k JjEZ~{0} 2




Umstellen dieser Formel ergibt schliesslich

1
S=-2 3 (_1)kﬁ —

keZ~{0}

wl A

Wir erhalten also die gewiinschte Formel, denn es gilt

Aufgabe 5. Seien By die durch

z

00 Zk:
= Z B, =
R

eZ
definierten Bernoullizahlen. Zeige, dass dann

k41 BQk(Qﬂ)%

;n_% = (=1 2(2k)!

Kannst du auch den Wert von 322, n~3 bestimmen?

Hinweis: Modifiziere die vorherige Aufgabe. Wenn du Schwierigkeiten hast, lohnt es
sich vielleicht die Aufgabe spéter noch mal anzuschauen, wenn alle Konzepte besser
sitzen.

1

Losung. Benutze die Funktion f(z) = ;- Die Schwierigkeit liegt in der Bestim-

22k sin(mz

HithS vou k 2k—1Y ,2k—1

1 > —1)F(1 — 25" 1) zoh

sin(z) - 228%( - (2k)! )
k=0 :
Denn:
1 2ie"” iz 1 1 1 1
= 0 9 f ) = 2i( ).



